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Préface 


Ce livre est un recueil d'exercices et de problèmes des mathématiques pour 
l’ingénieur. Il s’adresse aux étudiants de deuxième année de Licence des sciences 
et techniques, premier semestre(L2Sl), ainsi qu’aux étudiants des autres filières 
et des écoles préparatoires qui y trouveront autant les théorèmes qu’ils doivent 
connaître que des exercices pour les illustrer. Il est le fruit d’un enseignement de 
mathématiques pour l’ingénieur dispensé au département sciences et techniques, 
faculté de technologie à l’université de Tlemcen. 

Nous avons privilégier l’exposé des méthodes de calcul (théorèmes, propositions,..) 
sans démontrer quoi que ce soit pour aller directement vers le but et ceci en ajoutant 
des exercices avec des solutions détaillées et quelques exercices supplémentaires 
donnés sans solutions pour examiner les capacités des lecteurs. Nous les invitons 
cependant à chercher eux même les exercices avant de regarder les solutions. Nous 
mentionnons aussi que le cours de ce livre est un résumé fait à partir de la biblio- 
graphie insérer à la fin de ce livre. 

Le premier chapitre rappelle et présente des résultats sur les suites numériques qui 
sont très important pour les chapitres suivants. Le second chapitre aborde les séries 
numériques à termes positifs et à termes quelconques. Le troisième chapitre est 
consacré aux séries de fonctions avec notamment les différentes notions de conver- 
gences. Le chapitre quatre se concentre sur les séries entières et leurs applications 
aux équations différentielles et le chapitre cinq traite les séries de Fourier qui sont 
un outil très important pour les ingénieurs. 

Nous avons ajouté aussi les examens des années passées depuis 2008 avec leurs 
solutions sous forme d’un chapitre et une annexe historique résumant une brève 
biographie des mathématiciens cités dans ce livre. 
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Chapitre 1 


Suites numériques 


Sommaire 

1.1 Suites numériques, convergence 1 

1.2 Exercices 4 

1.3 Exercices supplémentaires : 14 


1.1 Suites numériques, convergence 

Définition 1.1. On appelle suite d’ éléments de K = M ou C une fonction 

u : N— 

n i — ^ u (n) = u n 


On note par ( u n ) n . 

Définition 1.2. On dit que la suite (u n ) n d’éléments de M est croissante (resp. 
décroissante) si Vn G N, u n < u n+ \ (resp. Vn G N, u n > u n +i)- 

Définition 1.3. On dit que la suite (u n ) n d’éléments de M est majorée (resp. mi- 
norée) s’il existe M G M tel que u n < M Vn G N ( resp. s’il existe m G M tel que 
u n >m Vn G NJ. 

Définition 1.4. On dit que la suite (u n ) n d’éléments de K est convergente vers 
IGK: 

Ve > 0, 3N (e) G N, tel que Vn G N, n > N (e) , on a \u n — l\ < e. 

Proposition 1.1. Toute suite convergente est bornée, c’est-à-dire qu’il existe un 
réel positif M tel que \u n \ < M pour tout n G N. 
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Proposition 1.2. Soient ( u n ) n et (v n ) n deux suites d’éléments de K. On suppose 
que (u n ) n converge vers fa et {y n ) n converge vers fa. Alors : 

1. VAi, À 2 G K, la suite (X\u n + X 2 V n ) n converge vers X\fa + X 2 I 2 ] 

2. La suite ( u n v n ) n converge vers fafa\ 

3. Si fa f 0, la suite ( w n = ^ ) est définie à partir de certain rang, et converge 

V n J n 

vers y - . 
h 

Proposition 1.3. Soient (u n ) n et (v n ) n deux suites d’éléments de M. On suppose 
que ( u n ) n converge vers fa et ( v n ) n converge vers fa. Alors 

3N G N, Vn > N, u n < v n =+ fa < fa. 

Proposition 1.4. Soient (u n ) n , (v n ) n et (w n ) n trois suites d’éléments de M. Si 
( u n ) n et ( v n ) n convergent vers l, et si 

3N G N, Vn > N, u n < w n < v n . 

Alors la suite ( w n ) n converge vers l. 

Proposition 1.5. 1. Toute suite croissante majorée est convergente. 

2. Toute suite décroissante minorée est convergente. 

Exemple 1.1. Soitu n = i + /i + 2 *! + •■• + r !' ■ (u n ) n est évidemment croissante. On 
prouve par récurrence que (n + 1)! > 2” pour n > 1. Donc la suite est majorée 
par 


Etant croissante majorée, elle converge. 


1 1 1 

u n <l + - + - + - + 


+ T = 1 + 2 

on— 1 


Définition 1.5. On dit que la suite ( u n ) n d’éléments de M tend vers +00 (resp. 
—00 ) si MA G M, 3N G N, n > N entraine u n > A. (resp. VB G M, 3N G 
N, n > IV entraine u n < B). 

Proposition 1.6. Soit (u n ) n une suite d’éléments de M. On suppose qu’elle est 
croissante. Alors on a soit a) soit b) : 

a ) { u n) n est majorée, et tend vers l G M. 

b) (un) n n’est pas majorée, et alors tend vers + 00 . 

On a un énoncé analogue pour les suites décroissantes. 

Définition 1.6. O 11 appelle suites adjacentes deux suites {u n ) n et (v n ) n d’éléments 

de M telles que 

i) ( u n ) n est croissante. 

d) ( Vn) n est décroissante. 

iii) lim ( u n — v n ) = 0. 

n^+oo 

Proposition 1.7. Soient ( u n ) n et (v n ) n deux suites adjacentes. Alors ces deux 
suites convergent et admettent la même limite. 
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Exemple 1.2. Soient 

1 1 1 

u n ~ 1 + TT + ^ + - H ï 

1! 2! ni 

1 

Un — U n + r. 

ni 

ces deux suites sont adjacentes. En ejfet, 
i) (îXn )neN* est évidemment croissante 
ü) {v n ) n£ ^* est décroissante. En ejfet, 

1 — Tl 

v n+1 -v n = - — —T <0 Vn G N*. 
( 77 , H- 1 )! 


iii) 


lim (y n — u n ) = lim — - = 0. 
n— H-oo n— H-oon! 


Définition 1.7. Soit [u n ) n une suite d’éléments de K. On dit que (u n ) n une suite 
de Cauchy, si on a la propriété suivante : 

Ve > 0 , 3N (e) G N, Vn, m G N, n > m > N (e) , on a \u n — u m \ < e. 

Exemple 1.3. Soit u n = cos f. n G N*. Alors (u n ) n est de Cauchy. En effet, on a 
pour n > m : 


u n u m , — 


1 

1 


n • 1 

(1 

1 > 

. 1 

(1 

n 

cos — 

— cos — 

= 

—2 sin - 


— 

sm - 


H ) 

n 

m 


2 

^n 

m y 

2 

(n 

m J 



1 

fl 

1 \ 

2 

sin - 

( — 

- 


2 

\n 

m J 

1 

1 

2 


— 

+ — 

< — 



n m m 

(car on a |sinx| < 1 et |sinz[ < |x| , V.x G M). 
Soit e > 0 


2 

u n — u m < — < e => m, > 
m 


2 

e 


Si l’on choisit N (e) = [7] + 1 , on aura alors Vn, m G N, n > m > N (e), 
| u n — n m | < e, d’où le résultat. 


Proposition 1.8. Une suite (u n ) ri d’éléments de K est convergente, si et seulement 
si elle est de Cauchy. 


Exemple 1.4. Soit u n = 1 + 5 + ... + ^ n > 1 . fl 


U2n U n 


1 1 1 

h ... H > n — 

n + 1 2?z 2 n 


1 

2 


// résulte que ( u n ) n n ’ est P as de Cauchy. Elle diverge donc. Comme elle est de plus 
croissante, on en déduit qu’elle tend vers +00. 
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Définition 1.8. On appelle sous-suite ou suite extraite d’une suite ( u n ) une suite 
que nous noterons (u$(n)) n où $ est une application strictement croissante de N 
vers N. ( 'I 1 (n) représente une suite strictement croissante d’indice). Par exemple, si 
<I> (n) = 2 n, la suite extraite est celle des termes d’indices pairs. Si <h (n) = 2n+l, 
la suite extraite est celle des termes d’indices impairs. 

On remarque facilement que, si une suite converge, alors toute sous-suite converge 
vers la même limite. 

On se sert généralement de la contraposée pour montrer qu’une suite ne converge 
pas. On extrait deux sous-suites convergeant vers des limites différentes. Par exemple 
U n = {~ 1)". 

Proposition 1.9 (Théorème de Bolzano-Weierstrass). De toute suite bornée, on 
peut extraire une sous-suite convergente. 


1.2 Exercices 

Exercice 1.1. En utilisant la définition de la convergence d’une suite vérifier 
que 

3 n 3 _ 3 n 

lim = —, lim = 3. 

n-++oo 2 n — 1 2 n-^+oo n + 1 


Solution 


1. Soit e > 0, 


3 n 

3 


3 

2n- 1 

2 


2(2n — 1) 


< e => n > 


1 

4 



Donc si on choisit iV(e) = [q (f + 2)] + 1 on aura alors Vn G N, n > N (e), 

„ . ,. 3 n 3 

< e, d ou lim = -. 

n— >+oo 2 n — 1 2 


3 n 


2n— 1 

2. Soit e > 0, 


3 n 

n + 1 


3 3 

<e=^n> 1. 

n + 1 £ 


Donc si on choisit N(e) = [§] on aura alors Vn G N, n > N (e:), 

3 n 

d’où lim = 3. 

n— H-oc n + 1 


3 n 
n + 1 


-3 


< £, 
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Exercice 1.2. Déterminer (quand elle existe) la limite, quand n — » +oo, des 
suites numériqurs suivantes : 


(1) U n 
(3) U n 
(5) U n 


Vn + 1 

ln(n) 

2 -y/n ’ 
sin(n) 

n 2 + 1 ' 


Vn, 

(4) t/ n = 
(6) U n 


(2) 17,,= (l + ^) 

2n 3 + n 2 + 1 
— n 3 + n + 1 ’ 

2n + 1 — COS T17T 
n 
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Solution 


1. lim (^Æ+T-^)= lim + ^ 

n— >+oo v ' n— H-oo yn + 1 + -y/n 


= lim 


1 


n— >+oo -y/n + 1 + 


= 0. 


n 


. lim flH — ^ = lim e nln (l+„) = li m e n (n) = e . 

n— ^H-oo y Tl J n^+oo n— /+oo 

ln(n 


3. lim 


= lim 21n </" ) = lim 1 " ( ' /S) 

n— /+oo 


ln(X) 


0. 


n— >+oo 2 -y/n n— H-oo 2 -y/n 


n 


= 0, car lim 

X— »+oo A 


4. lim 


2n 3 + n 2 + 1 2n 3 l + ^ + ^3 


n-s-’+oo — n 3 + n + 1 
sin(n) 


= lim 


raH+oo — n 3 1 A L 

r) z r ?.- 3 


5. lim 


= 0, car sin(n) est bornée et lim 


= - 2 . 
1 


= 0. 


n— >+oo ji 2 + 1 ’ n— >+oo n 2 + 1 

COS T17T 1 

6. On a lim = 0 car cos(n7r) est bornée et lim — = 0. Ainsi 

n — >+00 n n — >-+00 n 


2n + 1 — cos nir 

lim 

n— >■+ 00 n 


lim 

n — >•+ 00 


1 cos nir , 

2 + = 2 , 

n n 


Exercice 1.3. Soit ( U n ) la suite définie par 

r u 0 = 1 

1 Cn+l = , V„ > 0. 

1. Montrer que Vn > 0, U n > 0. 

2. Vérifier que l’équation x = n ’ a dmet qu’une solution positive a. 

3. Montrer que Vn > 0, \U n — a| < En déduire la limite de la suite 

(Un). 


Solution 
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1. Démontrons par récurrence sur l’entier n > 0 que U n > 0. 


Pour n = 0, on a Uq = 1 > 0, donc la propriété est vraie au rang 0. 
Supposons que U n > 0, 


3LVf2 > 0 i- e - U n+ 1 > 0. 


Ainsi, si la propriété est vraie au rang n alors elle est vraie au rang n + 1. 
Donc Vn > 0 on a U n > 0. 


2. Vérifions que l’equation x = n’admet qu’une solution positive a. 


T — X +' 2 

3 x +2 


3x 1 + x — 2 = 0 


x = | ou x = — 1 alors a = |. 


3. Montrons par récurrence que Vn > 0, |f7 n — a\ < ^ . 

Pour n = 0, on a |[/o — o| = 1 1 — || = | < Jq , donc la propriété est vraie au 
rang 0. 

Supposons que \U n — a\ < 2 '„, , 


|^n+l û| — 


U n + 2 


3î7n + 2 


TT A 

\ u n q 


3iVn + 2 


< 


r/ — - — 

| ^ n 3 | - on 


< < 


2 n+1 


Ainsi, si la propriété est vraie au rang n alors elle est vraie au rang n + 1. 
Donc Vn > 0 on a \ U n — a| < 

Exercice 1.4. Soit (Ï7 n ) la suite définie par 

Uq = 1 

U»+i = , Vn > 0. 

1. Montrer que Vn G N, 0 < < 3. 

2. Vérifier que (!/.„,) est monotone. 

3. En déduire que (U n ) est convergente et calculer sa limite. 


Solution 


1. i) Démontrons par récurrence sur l’entier n > 0 que U n > 0. 

Pour n = 0, on a Uq = 1 > 0, donc la propriété est vraie au rang 0. 
Supposons que U n > 0, 
jgj > 0 i.e. U n+ 1 > 0 

Ainsi, si la propriété est vraie au rang n alors elle est vraie au rang n + 1. 
Donc Vn > 0 on a U n > 0. 

1. ii) Démontrons par récurrence sur l’entier n > 0 que U n < 3. 

Pour n = 0, on a Uq = 1 < 3, donc la propriété est vraie au rang 0. 
Supposons que U n < 3, 

=> U n + 1 — 3 = u^i — 3 = < 0 i.e. U n + 1 < 3 


1.2. Exercices 
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Ainsi, si la propriété est vraie au rang n alors elle est vraie au rang n + 1. 
Donc Vn > 0 on a U n < 3. Conclusion : Vn > 0 on a 0 Un 3. 

2. Vérifions que (Un) est monotone. 


U n -\- 1 U n 


4Un _ 4 U n -Ul-U n 
u n + 1 71 U n + 1 


3£4 ~ ^ 
U n + 1 


^n(3-^ n ) 
U n + 1 


car Vn > 0 on a 0 < U n < 3, ainsi la suite est croissante. 


3. En déduire que (U n ) est convergente et calculer sa limite. 

(U n ) est croissante et majorée donc convergente, posons l = lim U n alors 

n— >•+ OO 

l = ainsi l = 3. 

Exercice 1.5. Soit la suite (U n ) définie par : î7o = 0 et U n + 1 = y/U n + 1. 

1. Montrer que : Vn G N on a 0 < U n < 2. 

2. Montrer que ( U n ) est croissante. 

3. En déduire que (U n ) est convergente et déterminer sa limite. 


Solution 


1. Démontrons par récurrence sur l’entier n G N que 0 < U n < 2. 

Pour n = 0, on a 0 < Uq = 1 < 2, donc la propriété est vraie au rang 0. 
Supposons que 0 < U n < 2, 

=/• 0 < U n + 1 = VUn d - 1 V \/2 + 1 < 2 i.e. 0 < C7n+i < 2 

Ainsi, si la propriété est vraie au rang n alors elle est vraie au rang n + 1. 
Donc Vn > 0 on a 0 < U n < 2. 

2. Montrons que (U n ) est croissante. 


U n + 1 — U n — \ju n + 1 — y/ Un - 1 + 1 — 
U!-U 0 


U n U n — i 
y/U n + 1 + yJU n —\ + 1 


(y/ Un + 1 + y/U n - 1 + l)(\/tAi-l + 1 + y/Un-2 + 1) • • • \/lVl + 1 + \/ï7o + 1) 

V2- 1 % n 

W U n + 1 + y/Un-l + l)(\/i^n-l + 1 + yJU n - 2 + 1) . . . \/i7l + 1 + \/f7o + 1) 


Ainsi (U n ) est croissante. 

3. En déduire que (U n ) est convergente et déterminer sa limite. 

(U n ) est croissante et majorée donc convergente, posons l = lim U n alors 

n— H- oo 

_ v^+l 
— 2 ■ 


l = \/l + 1 ainsi l 
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Exercice 1.6. Soit ( U n ) la suite définie par Uo donné ( | Uq j < 1) et la rela- 
tion récurrente 




1 + UÎ 


1. Montrer que Vn G N*, 0 < U n < 1. 

2. Déduire que la suite (U n ) est convergente et déterminer sa limite. 


Solution 


Soit (U n ) la suite définie par Uq donné (|f7o| £ 1) et la relation récurrente 


Un+l 


1 + K 
2 


1. Démontrons par récurrence sur l’entier n > 1 que 0 < U n < 1. 

Pour n = 1, ona|t/o|<l=^0<l<l + C/g<2=^0< 1+ 2 ^° < 1 
i.e. 0 < C/i < 1 donc la propriété est vraie au rang 1. 

Supposons que 0 < U n < 1, 

=>0<l<l + t/^<2=>0< < 1 

i.e. 0 < U n+ \ < 1 

Ainsi, si la propriété est vraie au rang n alors elle est vraie au rang n + 1. 
Donc Vn > 1 on a 0 < U n < 1 . 

2. Déduire que la suite (U n ) est convergente et déterminer sa limite. 

Étudions le sens de variation de la suite (U n ) 


Un + 1 U n — 


1 + Ul 


~U n = 


1 + U£ - 2 Un 


(1 - U n f 


> 0. 


La suite est donc croissante, de plus elle est majorée (par 1) ce qui implique que 
(U n ) est convergente. 

Posons l = lim U n on a 

n— >•+ OO 


lim U n+ i = lim — — — 

n^+ oo n^+cxD Z 

on obtient l = =$■ l = 1 (puisque la fonction x est continue). 

Exercice 1.7. Soient (U n ) et (V n ) deux suites réelles telles que 

Vn G N, 0 < U n < 1 et 0 < V n < 1 
et lim (U n Vn) = 1. 

n — >--f-oo 

Montrer que les suites (U n ) et (V n ) sont convergentes et que 

lim U n = lim V n = 1. 

n — >-+oo n — >--(-oo 
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Solution 


Puisque 0<Z7 n <letO<V^<l alors 0 < U n V n < U n < 1 et 0 < U n V n < 
V n < 1. Comme lim (U n V n ) = 1 alors d’après le principe des gendarmes on 

n— >-+oo 

obtient lim U n = lim V n = 1. 

n— >-+oo n— >-+oo 

Exercice 1.8. I. Montrer que Vn G N*, 1 + 2 + 3 + .. . + n = n ( n + 1 ') . 

II. On rappelle que la partie entière d’un nombre réel et est l’unique entier, 
noté [et], vérifiant [a] < a < [et] + 1. Etablir que et — 1 < [et] < et. 

Pour tout n G N* on pose 

rr _ M + t 27r ] + - + [ n7r ] 

U ri — 0 

n z 

1. Montrer que l’on a l’encadrement 

7r(n + 1) - 2 ^ ^ 7r(n + 1) 

2n < n ~ 2n 

2. Déduire que la suite (U n ) est convergente et déterminer sa limite. 


Solution 


I. Montrons par récurrence que Vn G N*, 1 + 2 + 3 + ... + n = ni ' n + v '> . 
Pour n = 1, on a 1 = 1 ^ 1 2 l ~ 1 % donc la propriété est vraie au rang 1. 
Supposons que 1 + 2 + 3 + ... + n = '^ n 9 +1 ^ , alors 

. . n(n+l) . . (n + l)(n + 2) 

1 + 2 + 3 + ... + n + (n + 1) = — - + (n + 1) = ^ ^ ^ 

Ainsi, si la propriété est vraie au rang n alors elle est vraie au rang n + 1. 


II. On rappelle que la partie entière d’un nombre réel a est l’unique entier, noté 
[a], vérifiant [a] < a < [a] + 1. Etablir que a — 1 < [a] < a. 


On a [et] < a < [a] + 1 =>■ [a] — 1 < a — 1 < [a], ce qui donne 


a — 1 < [a] < a. (1.1) 

Pour tout n G N* on pose 

JT _ M + [ 27T ï + - + [ ?Wr ] 

— o 

n z 

1. Montrer que l’on a l’encadrement <U n < 7rl ~ 9 ^ l \ 
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En vertu de l’encadrement (1.1) on obtient 


(n — 1) + ( 2tt — 1) + ... + (mr — 1) ^ [-zr] + [27 t] + ... + [n-zr] ir + 27r + ... + nir 


< 


n * 


n * 


n * 


7r(l + 2 + ... + n) - n [-zr] + [27r] + ... + [n-zr] 7r(l + 2 + ... + n) 
n 2 < n 2 ~ n 2 

En utilisant la première partie de cet exercice on trouve 


vrgÿg) -«J, r] + [2-zr] + ... + [mr] ^ tt(^) 


/ n(n+l) - 


n“ 


n * 


n “ 


ce qui mene a 


vr(n + 1) - 2 Tï{n + 1) 

^ Un — 


2 n ~ 2 n 

2. Déduire que la suite (U n ) est convergente et déterminer sa limite. 


La suite (U n ) est encadrée par deux suites convergentes vers une même limite 
donc d’après le théorème des gendarmes la suite (U n ) est convergente : 


lim 

n— >•+ oo 


zr (n + 1) — 2 
2 n 


lim 

n— >-+oo 


7r (n + 1) 
2 n 


7T 

2 


et donc 


lim U n 

oo 


7 T 
2 


Exercice 1.9. Soient ( U n ) et ( V n ) deux suites définie par U a > Va > 0 et 
par les relations de récurrence : 


TT U n + V n 
Un -\- 1 — 


V n + 1 = \fUnVn- 


a) Montrer que Vn > 0, on a U n > 0, V n > 0 et U n > V n - 

b) Montrer que la suite ( U n ) est décroissante minorée et la suite ( V ri ) est 
croissante majorée. 

c) Montrer que les suites (U n ) et (V n ) sont convergentes. 

d) Montrer que la suite ( W n ) définie par W n = U n — V n a pour limite 0. 
En déduire que les suites ( U n ) et (V n ) ont la même limite. 


Solution 


a. i. Montrons que Vn > 0, on a U n > 0, V n > 0. 

Pour n = 0, on a par hypothèse Uq > 0, Vo > 0 , donc la propriété est vraie 
au rang 0. 


1.2. Exercices 
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Supposons que U n > 0 et V n > 0, alors 

U n+1 = Un + Vn > o v n+1 = v / Ï4K > 0. 

Ainsi, si la propriété est vraie au rang n alors elle est vraie au rang n + 1. 


a. ii. Montrons que Vn > 0, on a U n > V n . 

Remarquons que (a — b) 2 = a 2 + b 2 — 2 ab > 0 ceci implique que ab < a . 
Ainsi, 

si a = y/Ün et b = y/VÜ, on a : 

K+l = s/ÜnŸn < Un+1 = Un + Vn . 

b. Montrer que la suite (U n ) est décroissante et minorée et la suite (V n ) est 
croissante et majorée. 

Puisque U n > V n alors 


TT U n + V n U n + U n TT 

Un+1 — ^ — Un-, 

ainsi (U n ) est décroissante et 

V n +\ = yJUnVn > \JVnVn > V n , 
donc ( V n ) est croissante, de plus on a 

Uo> ...> Un- 1 > Un > V n > Vn-! > ■ ■ ■ > Vq, 


donc V n < Uq et U n > Vq, Vn G N. 

c. Montrer que les suites (U n ) et ( V n ) sont convergentes. 

(U n ) est décroissante et minorée et la suite ( V n ) est croissante et majorée donc 
elles convergent. 

d. Montrer que la suite (W n ) définie par W n = U n — V n a pour limite 0. 

On a W n = U n — V n > 0 et 


W n + 1 — Un+l-Vn+l 


Un + Vn ^ U n ~\~ V n U n V n W^ n w ^ ^ 
V n + 1 < Vn < < —, Vn G N, 


ce qui implique que 0 < W n < iL. Ainsi lim W n = 0. 

z n— >•+ oo 

En déduire que les suites (U n ) et (V n ) ont la même limite. 

Posons l = lim U n et 1/ = lim V n , alors 

n^+oo n— >+ oo 


0 = lim W n = lim (U n — V n ) = lim U n — lim V n = l — l' =$■ l = l' . 

n— >-+oo n— >+oo n— >-+oo n — >+cxd 
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Exercice 1.10. Soient k G ]0, 1[, et la suite (U n ) qui vérifie 

Vn G N, |î7 n _|_2 — U n + 1 | < k |C/ n +i — f/„| 

1. Montrer que 


Vn G N, |C7 n+1 - U n \ < k n \U X - E7 0 1 . 

2. Montre que si p et q deux entiers tels que p > q > 0, alors 

k q 

I Up - U q I < — - | C/i - Uo \ . 

3. Déduire que la suite (U n ) est de Cauchy, et par suite convergente. 


Solution 


1. Montrer que Vn G N, | U n+ \ — U n \ < k n \U\ — Uo\ ■ 

Pour n = 0, on a \Ui — Uq\ < A: 0 \ U\ — Uq\ , donc la propriété est vraie au 
rang 0. 

Supposons que \ U n +i — U n \ < k n \ Ui — Uq\, alors 


\U n +2 ~ U n+ 1| < k \ U n+ i - U n | < kk n |[/i - U 0 \ < k n+1 \Ui - U 0 \ 


Ainsi, si la propriété est vraie au rang n alors elle est vraie au rang n + 1. 

2. Montre que si p et q deux entiers tels que p > q > 0, alors \U P — U q \ < 

&\Ui-U 0 \. 

Soit 0<k<l,p>q>0, alors 


Up Uq | — I Up Up— 1 + Up— 1 Up— 2 + Up— 2 . . . + Uq - (-1 U q 

< | U p — U p - 1| + \U p -! — Up—2 1 + • • • + Wq+l — U q \ 

< k p- 1 |[/i - U 0 \ + k p ~ 2 |[/i - C/ 0 | • ■ • + k q \U\ - U 0 \ 

< {k p - 1 + k p ~ 2 + ... + k< 1 )\U 1 -U 0 \ 

< k q (l + k + k 2 + ... + k p ~ q - 1 ) |Z7i -U 0 \ 

1 _ bP-Q 

< fc 9 IC/i-A/qI 

< ï^lK-Obl- 


3. Déduire que la suite (t/ n ) est de Cauchy, et par suite convergente. 


1.2. Exercices 
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Soit e > 0, 


\u p -u q \ 


< 


k q 

1 - k 
k q < 


\U\ — Uo\ <£ 


e(l — k ) 

\Ui - U 0 \ 


qln(k) < ln 


e(l — k) 


q > 


\Ui — Uq\ 
ln ( AkzIsL'] 

ln (k) 


+ 1, on aura alors Vp, q G N, p > q > 

IV (e), |it p — u q | < e, d’où (C/ n ) est de Cauchy donc convergente. 

Exercice 1.11. Soit la suite ( U n ) définie sur N* par 

Il 1 

n n + l^”n + 2^ _ 2 n 

1. Montrer que la suite ( [/„ ) est monotone. 

2. Montrer que si fc et n sont deux entiers tels que 1 < k < n alors 

_J_ < _J_. 

n-\-k — n+1 

3. En déduire que Vn G N*, U- n < 1, et conclure que ( U„ ) est convergente. 


Si l’on choisit N (e) = 


ln 


e(l— fe) ' 
\Uj-Uoh 
ln(fc) 


Solution 


Soit la suite (U n ) définie sur N* par 


U n 


1 1 1 

7 ^ n “h ' ' ' "h 7 — • 

n + 1 n + 2 2 n 


1. Montrer que la suite (U n ) est monotone. 

U n +l ~ U n = ( T+ô + 7+3 H 1“ 2n + 2n+î + 2n+2 ) — ( n+1 + n+2 + ' ' ' + 2n) 


= _L_ i 1 1 = 1 > n 

2n+l ~ 2n+2 n+1 2(n+l)(2n+l) ^ 

ainsi (U n ) est croissante. 

2. Montrer que si k et n sont deux entiers tels que 1 < k < n alors 

1 

n+1 * 


l<fc<n=>n + l<n + A;<2n=> < . 

n + k n + 1 


3. En déduire que Vn G N*, U n < 1, et conclure que ( U n ) est convergente. 
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On a d’après la question 2 : 

1 1 

< 

71 + 1 71+1 

1 1 

< 

71 + 2 71+1 


1 1 

< . 

71 + 71 71+1 

En sommant ces inégalités membre à membre on obtient 

11 111 1 

1 — I "b ' ' ' ~b 7. — ^ r H r + • • • H 7 

71+1 71 + 2 2n 71+1 71+1 71+1 

' V ' 

n fois 


ce qui implique que U n < j- < 1. 

Conclusion : La suite (U n ) est croissante et majorée donc convergente. 


1.3 Exercices supplémentaires : 

Exercice 1 . 12 . Soit ( U n ) la suite définie par 

U n = \J (n + a) (n + b) — n , Vn G N, a > 0, b > 0. 

1. Montrer que Vn G N, 0 < U n < 

2. Déduire que la suite (U n ) est convergente. 

Exercice 1 . 13 . Soit ( U n ) la suite définie par 

5 X 7 X 9 X ... X (5 + 2n) 

Un = . 

4 X 7 X 10 X ... X (4 + 3 n) 

1. Calculer C/ 0 , U u U 2 , U 3 . 

2. Montrer que ( U n ) est décroissante. En déduire que (U n ) converge vers 
une limite l. 

7 + 2 n „ 

3. Calculer lim , en déduire que l = ^l. 

ïi->+oo 7 + 3n 3 

4. Déduire la limite de (U n )- 

Exercice 1 . 14 . Étudier la suite {U n ) définie par U\ > 0 donné et la relation 
récurrente 

1 ( a 2 \ 

Un = - Un - 1 + — , n > 2, a > 0 (donné). 

* V Un-l/ 


1.3. Exercices supplémentaires : 
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Exercice 1.15. On considère les deux suites ( U n ) et ( V n ) définies par 


Uo — 1, Vo — 2, 

= U n -i + K-i ’ 


f /■ U n — 1 “1“ ^Tî, — 1 

y n — ô 


1. Montrer que [Vn G N, U n > 0 et > 0]. 

2. Pour n G N* calculer V n — U n en fonction de U n — i et V n -\. 

3. En déduire que Vn GN,F„- U n > 0. 

4. Montrer que ([/„,) est croissante et (V n ) est décroissante. 

5. Déduire de 3. et 4. que [Vn G N, U n < Vo et V n > I/o]. 

6. En déduire que ( U n ) et { V n ) sont convergentes. 

Exercice 1.16. Soit ( U n ) la suite définie par 

si n est pair 

Q vj 2 o . . . . 

n2 si n est impair. 


(Un) est-elle bornée ? est-elle convergente ? 
Exercice 1.17. Soit (U n ) la suite de terme général 


Un 



... + 


(-1)" 

ni 


n 


Y. 

k—0 


(~l) fc 

kl 


1. Montrer que les deux sous-suites (L^n+i) et (U 2 n) de (U n ) sont adja- 
centes. 

2. Que peut-on conclure pour ( U n ) ? 

Exercice 1.18. [Théorème de Césaro] 

Soient (U n ) et (V n ) deux suites numériques telles que 


Vn G N*, V n = 


U 1 + U 2 + - + Un 

n 


Montrer que 


lim U n = l => lim V n = l- 

n — >-+00 n — >--[-00 


La réciproque est-elle vraie ? 
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Séries numériques 


2.1 Définitions et propriétés 

Définition 2.1. Soit ( uq , u i . . . . . u n . ...) une suite de nombres réels où complexes. 
Formons les sommes 


Sq = «o 

51 = u 0 + u i 

52 = U0 + U1+ U 2 

S n = uq + u\ + ... + u n ( somme partielle d’ordre n ) 

Si ( S n j a une limite S , finie ou non, quand n tend vers +00, on dit que la série 
uq + u\ + ... + u n + ... (ou la série de terme général u n ) a pour somme S, et l’on 
écrit 

S = Uq + U\ + ... + U n + ... 


S = Y2 Uk ' 

k = 0 

Si de plus S est finie, la série est dite convergente. Une série non convergente est 
dite divergente. 

Exemple 2.1. Considérons la série 

l + q + q 2 + ... + q n + ... 


c’est une progression géométrique de premier terme 1 et de raison q , (q fi 0). La 
somme des n premiers termes ( lorsque q fi 1 ) est égale à 


Sr, 


1 - q n 

1 -q 


1. Si \q\ < 1, q" 0 lorsque n —ï +00 et, par conséquent, 

lim S n = 

n-s-+o o 1 — q 

Ainsi lorsque \q\ < 1, la série converge et sa somme est 

8 = 1 


1 -q 


2. Si |g| > 1, q n — > 00 lorsque n — > +00 et ^ oc _ Ainsi lorsque |g| > 1, 

la série diverge. 

3. Si q = 1, la série s 'écrit 


S n — 1 + 1 + .. . + 1 — n 


2.2. Condition nécéssaire de convergence 
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par conséquant 


lim S n = +oo 

n — >+oo 


la série diverge. 

4. Si q = — 1, la série s ’ écrit 


J 0 si n est pair 
\ 1 si n est impair 


(S n ) v n’a pas de limite, la série diverge. 


+oo 


Définition 2.2. La série u n est appelée reste d’ordre m de la série 

n=m + 1 


Un. • 


n>0 

+oo 


Théorème 2.1. Si la série ' s ^u n converge et si sa somme est S, la série y^Au n , 

n > 0 n= 0 

où À est un nombre fixé, converge aussi est sa somme est A 5. 

Théorème 2.2. Si les séries ' S ^u n et convergent et ont pour sommes S et 

S', les séries 


n>0 n> 0 


^ i Vfi) 


n>0 


convergent également et pour sommes S ± S'. 


2.2 Condition nécéssaire de convergence 

Théorème 2.3. Si la série ’ S ^u n converge, son terme général u n tend vers zéro 

n> 0 

lorsque n tend vers l’infini, i.e. 

lim u n = 0. 

n — >-+oo 


Preuve. Soit S n = > Uf.. Si la série est convergente de somme S, on a lim S. 

^ ^ n— >-+oo 


k = 0 

5, ainsi lim S n -\ = 5, donc 

n— >•+ oo 


lim u n = lim ( S n — 5 n _ 1 ) = 5 — 5 = 0. 

n— >•+ oo n— >•+ oo 


Exemple 2.2. La série 
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diverge, car 

Tl 

lim u n = lim = 1^0. 

n— >•+ oo n— >•+ oo 77, — (— 1 


Théorème 2.4. a) u n est convergente => Mk, u n est convergente. 

n > 0 ri>fc 

b) 3k, E u n est convergente =>* u n est convergente. 

n>k n> 0 

oo 


c) 


E 

n>0 


u n est convergente 


lim ) 

/c— >-+oo ^ J 
n=k 


Un — 0 . 


Corollaire 2.1. La nature d'une série ne change pas si l'on modifie un nombre fini 
de ses termes. 


2.3 Critère de Cauchy pour les séries 

Théorème 2.5. Soit u n une série. Pour que la série soit convergente, il faut et 

n> 0 

il suffit que la condition suivante soit vérifie : 

Pour tout c > 0, il existe un entier N tel que 

n>m> N => \u m +i + u m + 2 + +u n \<£ 

Exemple 2.3. La série harmonique — est divergente. En effet, pour tout m > 

n> 1 

1, on a 

1 1 J_ J_ J_ J_ _ rn_ _ 1 

2m m m + 1 m. + 2~*~ 2m ^ 2m 2m 2m 2m 2 

la série diverge car en prenant e = \ et en posant m = N et n = 2m pour tout 
N, la négation du critère de Cauchy est vérifie 

3e > 0, \/ N 3m 3n : [n > m > N et \S n — S^il < e] 


2.4 Suites et séries 

Théorème 2.6. La suite numérique ( a n ) n est convergente si, et seulement si, la 
série '^C/Un où u n = a n+ \ — a n pour n > 1 est convergente. 

n> 0 


2.5. Séries à termes positifs 
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Preuve. On a 

n 

S n = ^2 u k = u 0 + Ui + U 2 + ■ ■ ■ + Un 
k = 0 

= (ai — ao) + (02 — Gi) + (03 — C12) + ■ • ■ + (a n +i — a n ) 

= G n +i — ao 

donc 

lim S n = lim a n +i — ao- 

n^+ OO n— >-+oo 

Exemple 2.4. La série — converge. En effet, 

;n(ra + l) 

n> 1 x 7 


Un = 


n (n + 1) n + 1 


n 


— ^n+1 Q"r\ 


avec 


Un — 

Tl 


on a 


Sn = — 


n + 1 


+ 1 


d’où lim S n = I et la série est convergente. 

n— >-+oo 


Exemple 2.5. La série ]L ln ( 1 + ^ 


n> 1 


— est divergente. En effet, 


u n = ln ^1 + = ln (n + 1) - ln n = a n+1 - a n 

avec a n = ln n, on a 

S n = ln (1 + n) 

d’où lim S n = +00 et la série diverge. 

n— S>+oo 


2.5 Séries à termes positifs 

Définition 2.3. Une série u n est dite à termes positifs si u n > 0 pour tout n. 

n> 0 

Théorème 2.7 (Condition nécéssaire et suffisante). Pour qu’une série à termes 
positifs soit convergente il faut et il suffit que la suite de ses sommes partielles soit 
majorée. 
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Preuve. La suite des sommes partielles (S n ) vérifie S n — ,S’ n _ i = u n > 0, ainsi 
(S n ) est croissante. Elle converge donc si, et seulement si, elle est majorée. 


Remarque 2.1. Une série à termes positifs divergente tend nécessairement vers 
+oo. 


Exemple 2.6. La série 7 est convergente. En effet, 

n> 1 


d’ou 


1 1 _ 1 1 

n 2 n (n — 1) n — 1 n 


S m = 


< 


1+ 22 + 



1 + 



1 — - 
\m — 1 



= 2 - 


1 

— < 2 
m 


La série \ est convergente puisque ses sommes partielles sont majorées par 2 

n> 1 

et /’on fl ^^^2 < 2. 

n>l 


Théorème 2.8. Soient '^ j v n deux séries à termes positifs. Si u n < v n pour 

n> 0 n>0 

tout n, on a : 

Si la série est convergente alors la série est convergente. 

n > 0 n>0 

Si la série 7~/ u n diverge alors la série diverge i 


flnssr 


n>0 


n>0 


Exemple 2.7. La série 7^ — est divergente. En effet 
z — : \/n 


n>l 


- < - 1 = i. e. 

n — ^Jn 


comme i 


n 


111 11 1 

1 + 2 + 3 + - + n + - - 1 + 71 + 7! + - + 7^ + - 

■ la série harmonique 7^ — est divergente, ceci entraine que la série 7 ^ — t: 
n>l 

est divergente. 

Théorème 2.9. Soient 7^u r „ '^^v n deux séries à termes positifs. Si u n ~ n n 
n>0 n>0 

o « encore lim — - = 1, les séries sont toutes deux convergentes où toutes deux 

n — >+oo v n 

divergentes. 


2.5. Séries à termes positifs 
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Exemple 2.8. La série 


n + 2 


Un — 


n> 0 

n + 2 


rr* + n 2 + n + 1 


est convergente. En effet, 


1 + A 

1 r» z 


n 3 + n 2 + n + 1 n 2 l + - + -! 2 - + -! 3 - 




puisque la série ^ est convergente, alors 
gente aussi. 


n + 2 


72> 1 


n>0 


n 3 + n 2 + n + 1 


est conver- 


Exemple 2.9. La série 


1 


n>l 


-\/ra (n + 1) 

1 


est divergente. En effet, 


1 


y/n{n + 1) n 

puisque la série — est divergente, alors la série — = es7 divergente 

S" S V"(»+!) 

aussi. 

Corollaire 2.2. Soient u n , v n deivc séries à termes positifs. Si u n ~ av n 
n>0 n> 0 

ow encore lim — = a (a fini, fi 0), les séries sont toutes deux convergentes où 

71— >- + 00 Vn 


toutes deux divergentes. 

Exemple 2.10. La série 


n> 0 


2n + 3 
n 2 + 1 


est divergente. En effet, 


2n+3 


lim fififiL = 2 


71— >■ + OO — 

71 


comme 


la série Y^ — diverge, alors Y^ — diverge aussi. 

/ JJ ' -J ry-) Z ' ' 


n 2 + 1 


n> 1 n>0 

Théorème 2.10 (Règle de d’Alembert). Soit u n une série à termes positifs. 
Supposons que 


n> 0 


i- u n + 1 . 

lim = l 

n— »+ oo U n 

Si l < 1, la série est convergente. Si l > 1 la série est divergente. Si l = 1 o/i ne 
/;<?«/ ne« d/re 

E n 

— est divergente. En effet, 

n> 1 2 " 

.. Ml v 2 n n + 1 1 

lim = lim — — = - < 1 

n — >+oo U n n— >+oc n 2 

Donc la série est convergente. 
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Exemple 2.12. La série — est divergente et lim u '” +i = 1 

' n n— >■+ oo Un 

n> 1 

La série — est convergente et lim u ” +1 = 1 . 


n> 1 


n— >-+oo 


Théorème 2.11 (Règle de Cauchy). Soit u n une série à termes positifs. Sup- 


n> 0 


posons que 


lim \/un = l 
n— H-oo 

Si l < 1, la série est convergente. Si l > 1 la série est divergente. Si l = 1, o/i ne 
pewf rien dire. 


Exemple 2.13. La série — est convergente. En effet, 

n> i n 


lim = lim — = 0 < 1 

n— >-+oo n— >-+0077, 


Exemple 2.14. La série 


n 


— est convergente. En effet, 

n > 1 2 " 


lim = - < 1 

n— >-+oo z 


Exemple 2.15. La série — est divergente et lim 

^ — ë Tl n— s>+oo 


U' n — 1 


n> 1 


La série — est convergente et lim {fuf, = 1 . 
^ ^ 77~ n— >-+oo v 


n>l 


Théorème 2.12 (Comparaison des critères de Cauchy et de d’Alembert). Soit 
yy u n une série d termes positifs. Si la limite 


n> 0 


l 


lim 

n— >-+oo 


^n+1 


existe, alors 


l = lim Æ 

n— >-+oo 


Remarque 2.2. Le critère de Cauchy est donc plus fort que celui de d ’Alembert. 

Exemple 2.16. Soit la série de terme général 

f a n si n est pair r 

tin — ion ■ t ■ ■ ®C]0,1[, 

[ 2a si n est impair 


2.5. Séries à termes positifs 
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alors 


Un + 1 
U n 


2 a si n est pair 


si n est impair 


d’ou lim "" +1 n 'existe pas, par contre 

n — »+oo Un 


Un. — 


a si n est pair 

a n V2 si n est impair 


ce qui donne 


lim 

n— >+oo 


U n — Ci. 


Théorème 2.13 (Comparaison avec une intégrale). Soit f une fonction continue et 
définie pour x > 1, positive et décroissante. Posons 

ui = f (1) , u 2 = f (2) , u n = f (n) , ... 

pour que la série u\ + U 2 + ... + u n + ... soit convergente, il faut et il suffit que 
l’intégrale f2°° f(x)dx soit convergente. 

Corollaire 2.3. Soit a un paramètre réel. La série 

111 1 

ld + 2P + 3» + '" + ^P + - (séne de Riemann ) 
est convergente si a > 1, divergente si a < 1. 

Exemple 2.17. La série n , a > 1 est convergente. En effet, 


a 

n> 1 

r + °° dx _ r + °° 
J i aX ii 


—x ln a 


~—x ln a 


dx = — - 


ln a 


+oo 


1 


a ln a 


Corollaire 2.4. Soit u n une série à termes positifs. Si u n ~ yf pour n — > +oo, 


n> i 


où k est une constante positive. Alors 

a) ^2 u n est convergente si a > 1. 

n> 1 

b) '^2 u n est divergente si a < 1. 


n> 1 


Exemple 2.18. La série ^ 2 


1 


n>l 


n 2 + n + 1 


est convergente. En effet, 


1 


n 2 +n+ 1 n 2 ’ 


n>l 


Exemple 2.19. La série si 11 (ffi) est convergente si p > 1, et divergente si 


p<l. En effet, sin (jj) ~ Jj. 
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2.6 Séries à termes quelconques 


2.6.1 Séries absolument convergentes 

Définition 2.4. Une série u n est dite absolument convergente si la série des 

n> 0 

modules y^ \u n \ est convergente. 

n> 0 

Théorème 2.14. Une série absolument convergente est convergente. 

Définition 2.5. Une série est dite semi-convergente si elle est convergente et n ’ est 
pas absolument convergente. 

Théorème 2.15. Soit y^ u n une série absolument convergente. Soit n t— > a (n) 

n>0 

une permutation de {1, 2, n}, et posons 

v n ^o-(n) 

Alors la série y\ v n est absolument convergente, et l’on a 
n> 0 

+00 +oo 

^2 v n = y^Un. 

n = 0 n = 0 

Remarque 2.3. Le théorème n ’ est pas vrai pour les séries semi-convergentes. 

V — ' 11 1 1 

2^ Un = 1 " 2 + 3 + - + 2^TÏ “ 2n+~2 + - 


S (u) est positive est vaut S (u) 


y y n = l-\ 

n> 1 



1 

6 


= ln 2. Permutons de la manière suivante : 

1 1 1 11 

- + - + + 2n _ 1 ~ 4n _ 2 “ 4^ + "■ 


on a alors 


d’où 


s 3n (v) = y 


k= 1 


1 


1 


1 


2k - 1 4 A: — 2 4A 


E 

fc=i 


2k — 1 2A:) _ 2 S2n(M) 


5 (u) = lim S 3ti (u) = ^ lim S 2 n ( u ) = 

n— >-+00 z n— >+oo z 


ln2 

“ST 


2 
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2.6.2 Séries alternées 


Définition 2.6. Une série est dite alternée si ses termes sont alternativement posi- 
tives et négatives. On note 

^(-1 ) n v n , avecv n > 0. 

n> o 

Théorème 2.16 ( Théorème de Leibniz). Si la suite (v n ) est décroissante et tend 
vers zéro, la série (— 1 ) n v n est convergente. De plus on a 

n> 0 


+oo 

k=n-\-l 


< v n+ i. 


Preuve. On montre sans peine que la suite (S^n) est décroissante et la suite 
(S 2 n+i) est croissante. En effet, 

S’2n — S 2n-2 = V‘2n ~ V2n-1 < 0, 

S‘2n + 1 — £>2n—l = ~V2n + 1 + V2 n > 0 . 


De plus on a 


S2n - s 2n + 1 = V2n+1 — > 0, quand n -)• +cx) 


Ainsi les suites (S^n) et (S^n+i) sont adjacentes donc convergentes vers la même 
limite, S, et on a 

S2n - 1 < S 2n + 1 < S < S r 2 n 

En retranchant soit S 2n - 1 soit S-^n on obtient 

0 < 5 - S'2n-1 < V2n et -V2n+i < S - S 2n < 0. Ainsi 


+00 

E <-!)"«. 

k=n + 1 


< v n+ i . 


Exemple 2.20. On appelle série harmonique alternée, la série 


EM) 

n> 1 


1 

5 

n 


cette série est convergente. 
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2.7 Multiplication des séries 

Théorème 2.17. Soient u n et v n deux séries absolument convergentes, U 


n> 0 n>0 

et V leurs sommes. Posons 


W n = U 0 V n + UiV n -i + ... + U n V 0 = ^2 U i V 0 ■ 


i+j=n 


Alors, la série w n (appelée série produit des séries données) est absolument 


n>0 


convergente, et sa somme est UV. 

Exemple 2.21. La série produit de deux séries convergentes peut être divergente. 
Calculons par exemple le produit de la série 


E 

n> 1 


(-i) 


n+ 1 


n 


par elle même, on aura 


w n = (-1 


,n+l 


1 1 

n \/2y/n - 1 


1 1 

+ ••• H — /— . + ••• H — -j= 

y/kVn — k + 1 v n 


il est évident que pour tout n, \w n \ > 1. 


2.8 Exercices 

2.8.1 Séries à termes positifs 
Exercice 2.1. Soit 

1 

Un = — Y pour n> 1. 

U 2 - 4 

1. Écrire u n sous la forme 

a b 

u n = y H y pour n > 1. 

n ~ 2 n + 2 

2. Calculer la somme S = 


+oo 

E 

n= 1 


n * 


Solution 


2.8. Exercices 
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Soit u n = 2 * i . pour n > 1. 

n “4 

1 . Écrire u„ sous la forme u TI = — A- H ? 

n+| 

On peut voir facilement que a = 1 et b = — 1. Ainsi 

1 1 


2. On calcul 


U n — 


n-\ n+\ 


S n = 2_^u k = ui + u 2 + ■ • • + u n 


k = t 


2 2 2 1 
(2-ô) + (ô"ïï) + --- + ( 


= 2 - 


3' 5' 'n — h n+i 


n+ ^ 


S 1 = lim 5 n = lim (2 =-) = 2. 

n — >-+oo n— >-+oo Tl ~\~ k 


Ainsi la série est convergente et 


+00 




, n* — j 
2=1 4 


Exercice 2.2. Soient ^ u n et ^ v n deux séries convergentes à termes po- 
sitifs. Montrer que les séries de termes généraux 


Wn — y/U/ ; V r i et t n — U r 


sont convergentes. 


Solution 


1. 


W n = V u nVn 

Remarquons que (a — b) 2 = a 2 + b 2 — 2 ab > 0 ceci implique que ab < . 

Ainsi, 

si a = aÆk et b = Jv ü, on a : 


\/ u n v n A 


U n + V r 


Un A V n 


Puisque ^ u n et ^ v n convergent, alors ^ 
de comparaison \Ju T ,v n converge. 


converge et par le théorème 
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2 . 


tn — ^n - 


Puisque u n converge, alors lim u n = 0, ainsi u n < 1. 

^ J n— >+oo 


Donc it„ < rr n (car u n > 0). 

Par - le théorème de comparaison ic ri converge. 

Exercice 2.3. Soient les deux suites (u n ) et (v ri ), on suppose que pour tout 
n dans N, u n = v n +i — v n . 

1. Montrer que la suite ( v n ) et la série ^ u n sont de même nature. 

2. Montrer que la série suivante est convergente et calculer sa somme : 


Ë M 1 — 


71=2 


71* 


Solution 


1. On a 


— V n -\- 1 Vn 


S n — ^ ^ 'U'k — ^0 ^1 + • • • + 


k = 0 


Ainsi, 


= (^1 - uo) + {v 2 - Ui) + ■ ■ ■ + On +1 - v n ) 

= ^n+1 — V0- 


lim = lim (v n+ i-v Q ). 

ti— >-+ oo n— >-+oo 


Si lim v n est finie alors lim S n est finie et la série converge. Sinon, elle di- 

71— >-+00 7 i — >+00 

verge. 

2 . 


u„ = ln[l-li=ln(^i=lnf (n + 1)( "“ 1) 


n* 


n * 


n.n 


, .'n + 1\ . (n - 1 

= ln [ ) + ln 


n 


n 


n 

n 


n — 1 


On pose 


Vn = ln 


n 

n — 1 
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D’après la première question et puisque lim v n 

n— >•+ OO 

alors la série u n est convergente. 


lim ln 

n— >-+oo 


n 


n — 1 


= 0, 


Sn = Y, u k = U 2 + u 3 + . ■ ■ + U. 
k = 1 

3 
2 

' n + 1 


= ( ln ^ - ln 2 ] + ( ln ^ - ln ^ ] + . . . + ( ln 


n + 1 


n 


— ln 


n 


n — 1 


= ln 


n 


Ainsi 


— ln 2. 


+oo 


EM 1 -^)"- 1 " 2 - 


n = 2 

Exercice 2.4. Sommer les séries suivantes 
3 


V - 

/ ^ y 


oo 2 -i 
n — 1 


n— 2 


n=l 

oo 


E 

n=0 


Tl 


E 


n(n + 1) ’ 


V — ~ ~ ~ ~ , ce > 1 , réel donné. 
e ™( 7r «) n 


Solution 


1. 


+°° q n 

Y — 

/ j ’jn — 2 


+oo 

72 E 


71=1 71=1 

Une série géométrique de raison | et de premier terme =. ainsi, la somme est 


E 

71=1 


7n — 2 


71=1 


72 E = 7 


3 

7 2 7 


1 - ^ 

1 7 


_ ?2 3 _ 147 


2 . 


+OO 

On calcul 

71=0 


n 2 - 1 
n! 


sachant que 


4-nn 



z ' n 

71=0 


e. 


On a 


n 2 n n — 1 + 1 1 1 

n\ (n — 1)! (n — 1)! (n — 2)! (n — 1)! ’ 
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Ainsi 


+°° 2 i 

n — 1 


E 

77=0 


n! 


3. 


+oo o +oo - +oo 9 

n x — ^ 1 x — ^ n 


E U sr~^ 1 v— ' 

n\ n\ 


— e = 


ni 

n = 0 n=0 

+oo 


77=0 


ni 


o+i + E 


+oo 2 

n 


— e 


n = 2 


n! 


+oo 


1 


0+1 + n Ç 2 (^ + S(n-l)! 


— e 


+oo +oo .. 

«titrEri 

z — ' ml z — ' m! 

771=0 771=1 

0 + l + e + (e— 1) — e 

e. 


— e 


+oo 1 +oo 

v t = y^ 

^ n ( n — 1 — 1 ^ 


“ n(n + 1 ) 

7=1 v 


71=1 


1 1 


n n + 1 


S n = ^2 u k = ui + u 2 + ... + u n 

k = 1 


■ u 4 + 2"3 +, '' + n'nTl 


= 1 - 


1 


n + 1 


S = lim S n = lim ( 1 — 

n — »+oo 77 — ^-|-oo 

Ainsi la série est convergente et 

+00 


n + 1 


= 1. 


V 1 =1. 

n(n + 1 ) 

n= 1 


4. 


/ 1 \n +oo 

V =v 

e n (7ra) n 

n = 0 v ' n=0 


— e 
tt a 


c’est une série géométrique de raison q = 

Puisque a > 1, alors 

1 1 e e 

Tra > tt =>■ — < — ^ — < — 

TTOL TT 7 Ta TT 

Donc kl = ^ < f < 1 a i ns i la série géométrique est convergente et 

+oo 


7TQ! 7 T 

+oo 


E: 

77=0 


(-l) r 


7 ra 


E 

n=0 


— e 
7ra 


1 


7ra 


1 H 7tq; + e 

îra 
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Exercice 2.5. Trouver la nature de la série qui a pour terme général 


1. u n 

4. u n 

7 . Un 


1 + n 2 
ni 

f sin 2 (n) 

V n . 


ni ni 

2. u n = — — 3. u n = — - 

a n n n 


5. u n = 3~ n + 5~ n 


cosh n 


8. Un = 


n 2 — 5 n + 1 
n 2 — 4 n + 2 


6. M, 


9. 


1 )- 


(ln n) 1 


Solution 


E l | 77," 

. Appliquons la règle de d’Alembert 

n! 


lim — — = uni — - — : — — . = nm —prr 

n— »+oc u n n— H-oc (n+1)! 1 + n- n-H-oo (n + 1) (1 + n z ) 

. . . , . -*■ + n ' 2 

Ainsi, la sérié > — converge. 

< -J 71 ! 


^n+1 


= lim 


1 + (n + l) 2 ni 


2 l + (n + l) 2 


= lim 


= 0 < 1. 


E Tll 

— . Appliquons la règle de d’Alembert 

a n 


(n + 1)! a 11 n + 1 

— nm — 


lim ,t+1 = lim - — ' ; = lim 

n— >+oo a n+l ni n— >■+ oc a 


= +oo > 1. 


Ainsi, la série — diverge. 

a n 

E Tll 

— Appliquons la règle de d’Alembert 

n n 


lim n+1 = lim — ! - — ' . J . — r = lim 


(n + 1)! n r 


n 


= lim 


mil = uni . . — r = nm - — = nm 

n— H-oc u n n— *•+ oo (n + l) n+1 n! ri— >+00 (n + l) n n— >-+oo yn + 1 


n 


= lim 


lim yr = lim -, — P- = üm — n 

n^+oo (l + I) rw+oc e nln(l+-) n->+oo e n(-+o{-)) 


= lim 


= - < 1. 
e 

n! 


E n: 

— converge. 

n n 


^ / sm 2 n \ 

4. Soit la série f J . Appliquons la règle de Cauchy 


Ainsi, la série 


n 


f sm 2 n 

lim yjïïn = lim ( ) = 0 < 1. 

n— H-oo n— H-oo \ n 


■ 9 \ n 

sm n 


n 


converge. 
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5. y> n + 5 n ) = y^ ^ + y^ . La so mm e de deux séries géométriques 
convergentes est une série qui converge. 


^ / 1 \ V u 

6. Soit la série ( - J . Appliquons la règle de Riemann 

lim n 2 (l^\ n = lim e 21nn ^ nlri2 

i — >-+oo y 2 J n— >•+ oo 


lim n = 

n— >+oo n— >-+oo 

= lim e 

n— >-+oo 


->/n -2^+ln2 

V ' V™ 


= 0. 


Ainsi, la série y^ converge. 

x -, 2 n 

7. Soit la série > . On 

^ chn 


chn 


= 2 


2 n e ?1 


»" +e~" g 2 n _)_ ^ ' 


Appliquons la règle de Cauchy à la série y] 


lim 


2 n e r 


= lim 


2e 


2 n e n 
e 2n + 1 ’ 

2e 2 

T — 72 — 7 < 


n— »+oo y e 2rî + 1 n— H-oo (g2n _|_ e 

2 71 

Ainsi, la série converge. 

chn 

8. Soit la série ) . Appliquons la règle de Cauchy 

' ' n- — 4n + 2 1 


n— >-+oo 


n 2 — 5n + 1 


lim yfïhx = lim \l I — : — r ) = lim 


n~>+oo U y n 2 — 4n + 2 


n 2 — 5n + 1 


n— s>+oo \ n 2 — 4n + 2 


n^— 5n+l 


t n In — ^ — — — 1 — , . 

= lim e n^-4n + 2 = l lm g 

n— >-+oo n— >-)-oo 


n ln 


— 4n+2 — n— 1 
— 4n+2 


= lim e‘ 

n— >+00 

= e -1 < 1. 


ilnf 1 c> n t 1 — I t 

n z — 4n+2 / — jini g 

n— >+00 


n( _ n+1 W±V) 

1 n 2 — 4n+2 


Ainsi, la série y] 


n 2 — 5n + 1 


converge. 


v n 2 — 4n + 2 / 

^ 

9. Soit la série — - . Appliquons la règle de Cauchy 

' (mn) 


lim 

n— >-+oo 


lim 

n— >-+oo 


1 

Ô^T 


lim = 0 < 1. 

n— >+00 ln n 
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1 


Ainsi, la série > converge. 

(mn) 

Exercice 2.6. Trouver la nature de la série qui a pour terme général, 


1. u r 


y/n 2 + 2 n 


, 2 . u r 


n ( 1 

n^Tl’ 3 - w - = ln ( v 1 + n M 


1 / 7r \ 3 n + n 4 

4. u n — - ? 5. Uyi — 1 cos ( J -, 6. zi n — —— ? 

ln n \n J 5 n — 3 n 


7. e a ™ 2 ( 1 - - ) , 8. u r 

n. 


1 / 1 
ln 1 + 


n 


Solution 


1 . Soit la série - 

.fZT 


y/n 2 + 2n 


remarquons que 


n 2 + 2n 2 > n 2 + 2n 

> y/3n 2 > \J n 2 + 2n 

1 1 

< 


n 


\/3 V n 2 + 2n 


la série — — est divergente donc, par le théorème de comparaison, la série 

/L -' n y 3 

= est divergente. 


n 


v/fi 2 + 2n 

2. Soit la série > , , , 

^ V n 4 + 1 
On sait que n 4 < n 4 + 1 alors 


n 


n 4 + 1 
n 

n 4 + 1 


< 1 


< w -i 


n 1 

< 


n 4 + 1 - 5 


?7.2 


la série — est convergente donc, par le théorème de comparaison, la série 

E 


4 + l 


est convergente. 


3. Soit la série ln(l + — ), puisque ln(l + ~ Y alors ln(l + — ) est 

divergente car — est divergente. 

^ Tl 
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4. La série est divergente puisque , 1 > - . 

5. Soit la série ^^(1 — cos — ). On a 


n 


TT TT 

1 — cos — ~ 
n 


00 2n 2 


car 1 — cos x ~n — . 


TT , 

— cos — 
n 


Ainsi, puisque ^ est convergente (série de Riemann) alors ^~](1 

est convergente. 

6. Soit , nous remarquons que ~ (|) n et puisque 

est convergente (série géométrique de raison q = I < 1), alors la série 

est convergente. 

v — -\ 2 / a\ n3 

7. Soit e an ~ fl J , appliquons la règle de Cauchy 


5 / 
3 n + n 4 
5 n - 3 n 


liin 4 ^ 

n— >■+ oo 


e^fl--r 3 = lim e «*(l = l im e - e ^m(i--) 
Tl J n— H-oo \ Tl J n^-H-oo 

2 


1 ‘ 

= lim e 

n— >-+oo 
_o2 

= e 2 < l, (a > Q), 


a „ +n 2(-^_A ï+0 (^)) = Um ^ttn-nn-y+n 2 o(^j) 


n— >-+oo 


, . n77 2 / CL \ n 

et par suite la sene 2_ ^ e ^1 J est convergente. 

8. La série V'' — y= ln ( 1 H — — ] est divergente. En effet, il suffit de remar- 

' \/n V Jn 


quer que - 4 = in ( 1 + -T 


t \ i 

fn j ~ n‘ 


2.8.2 Séries numériques à termes quelconques 

Exercice 2.7. Etudier la convergence et la convergence absolue des séries dont le 
terme général u n est donné ci-dessous. 


1. 

3. 

5. 

7. 


u n = tan j — j , 2. u r 

n , 


n ln n. ln(ln n ) ’ 


u r 


u r 


u r 


(-i y 


n 


n 


n 


arctan — , 4. u n = ( — l) n — , 


(-1) T 


, ,„lnn 

( — 1) ? 6. u n = . — ? 

n vn 2 + 1 + n 


sin(2n) 
n 2 — n + 1 


8. Ur,. = n sin ( — ) . 

71/ 
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Solution 


1. Soit tan J , nous remarquons que tan (^) ~ ainsi puisque Y J — 
diverge alors tan f — J diverge aussi. 


2. Soit 


n> 2 


nlnnln(lnn) 


On pose f(x) = 


x lnrr ln(lntr) 


et on calcul 


1 


-dx = lim 


1 


r+o o 

J 2 xlnxln(lnæ) 6-h-oo J 2 xlnxln(lnx) 6-h- oo 

1 


dx = lim [ln(ln(lnx))]o = 


Ainsi l'intégrale diverge donc 


n> 2 


n ln n ln(ln n) 


diverge. 


/'_2') n i 

3 - Soit J2 arctg— 


On a 


I (-1)" 


n 


n 


arctg -M = ^ arctg ^ on sait que arctg £ ~ l donc ^ arctg } 


ainsi la sene ^ est convergente (sene de Riemann a = 2 > 1 ) donc la sene 
n z 

(_ 1)71 ^ 

arctg— est absolument convergente donc convergente. 

n n. 


4. Soit la série 1) 


, rr 


2 2 

|(— l) n |s: = §ft, appliquons la règle de d’Alembert 


(n + l) 2 5 n 

n—>+o o 5 n +! 77,2 

donc converge. 


lim 


1 ii* 

— < 1, donc la série (—1)” — converge absolument 


, ln n 


5. Soit la série l) n , appliquons le critère de Leibniz 


lnn 
lim = 0 

n— H-oo n 


inn . • . . . _,.„lnra ln 2 

ii zr ± est décroissante a partir de n > e, ainsi > (— 1) 1 est 

n Z — j yi 9 


n> 3 


convergente. 


6. Soit la série 


(-l) r 


niz) : 


lim — 

n-^+oo y n 2 + 1 + 


y/n 2 + 1 + n 

1 


est convergente car (par le critère de Leib- 


= 0 


n 


• , 1 — est décroissante. 

yn z -\-l-\-n 

„ „ . \ - sin 2n 
7. Soit ) — ^ 


n 2 — n + 1 


| sin 2n i 
I n 2 — n+1 I 


< 


nous remarquons que 


i 


n 2 — n+l 


+ la série ^ est convergente (série de Riemann 


+oo. 
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„ . . . . , . v-^ smzrt 

a = 1 > 1 ) ainsi la sene > „ est absolument 

n z — n + 1 

convergente. 

8. Soit V n s in -Z on a sin 4 ~ donc nsin - 4 - ~ -, 

/ -j r^2 n z n z n z n ’ 

divergente (série harmonique) ainsi 4^ n sin — y est divergente. 

n z 

Exercice 2.8. Étudier la nature des séries suivantes 


convergente donc 


la série — est 
' n 


1. u n 

2 . u n 


1 

n 2 + 1 


[(_! )» n + fc], 


(-iny+1-n). 


k est un réel, 


Solution 


1. Soit y -Z — [(— l) n n + k], k G M. 
1 ' n z + 1 


\ ^ 1 rr t\n II \ ^ ( — l) n n \ ^ k 

Z y+i n + ^ = Z n 2 + i + ZI 


comme 4 , ~ -4 

rz^+l n z 


donc — — — converge. 

n 2 + 1 


v-^ (— l) n n 

y — 2 — - , nous remarquons que 


lim -Z 

n— l+oo n z + 1 


= 0 et 


n 2 +l 


est décroissante . 


E (—\) n n 

— y est convergente. D’ou 

n z + 1 

série } —y [(— 1 ) n n + k] est convergente. 

n z + 1 

2. La série y~^(— l) n ( \J n 2 + 1 — n) est convergente car 


la 


(\/n 2 + 1 — n)[\Jn 2 + 1 + n) 


1 


(v/n 2 + 1 + n) 

Nous remarquons facilement que 


1 


y/ n 2 -\-l-\-n 


Vn 2 + 1 + n 
est décroissante et 


lim : — 

n— l+oo 4 Tl 2 + 1 + 


= 0 (critère de Leibniz). 


n 
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Exercice 2.9. Soient a G et u n la suite définie sur N par 

_ (-i r 

u n — • 

cm + 1 

1. Montrer que la série de terme général u n est convergente et que 



dt 

1 + t a ' 


2. En déduire que 


E 

n = 0 


(-ir 

n + 1 


ln 2, 


y* (-1)" 
2n + 1 


7T 

4' 


Solution 


Soit la série yg 


(~l) n _ 

cm + 1 


1 . On sait que lim 


1 


n-s>+oo an + 1 
r_]\n 

de Leibniz — — — - est convergente. 


= 0 et Q>) 1 +1 est décroissante. Ainsi, par le critère 


^ ( | , rï. ^ ri r 1 r 

e ^ t=e (-»•/„ tanit= L s <-‘“)” d ‘=/ 0 

n=0 n=0 ,yu ,yu n= 0 1711 


rl 1 - (-*“) 


a\ 7V+1 


i + t a 


-dt 


quand N — y +oo, (—t a ) N+1 — > 0, ainsi 


g J=!L=/ 

Gj an + 1 ;„! + <“ 


2. 


+oo 

E 


n=0 


(~i) n 

n + 1 


1 + t 


dt = [ln(t + 1 )]q = ln(2). 


+00 

E 


n= 0 


(~l) n 

2n + 1 



1 + t 2 


dt 


[arctg(t)]o = arctg(l) 


7 r 

4* 
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Exercice 2.10. On considère les intégrales : 

7 T 

n G N, I n = / (tan t) 2n dt. 

J o 

1. Vérifier l’égalité : I„ + I n + 1 = ^+ï- 

2. Montrer que I n — > 0 quand n — » -foo. 

3. En déduire de ces résultats la somme de la série 


(~1) P 
b;2p + i' 


E 


Soit 


Solution 


I n = (tan t) 2n dt 
J o 


1. Montrons que I n + I n+1 = 


On a 


I n + I n+ i = J (tan ty n dt+ I (tan ty n+z dt 


= / (tant) 2 "" [l + (tant) 2 ] dt 

J o 

2. Puisque I n > 0, on a alors 


(tan t) 


/o 

2n+l 


2n + 1 


1 


J o 


2n + 1 


0 Z In Z In H - -^ra+1 
=>- 0 < / n < — — » 0, 


2n + 1 


donc I n — y 0 quand n — > +oo. 
3. 


E 

p = o 


HF 

2p + 1 


Quand n — > +oo, 


^(-i)»(/ P +/ P+1 ) 

p=0 

(/o + II) + (-Il - h) + . . . ((-If/n + (-l) n /n + l) 
(-l) n / n+ l + I 0 . 


“ (-1)P 

= /o ' 


p = o 


2p+ 1 


car I n+ i — >• 0 quand n — >• +oo. 


E 

p=0 


HF 

2p+ 1 


7T 


= I 0 = dt = —. 
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2.9 Exercices supplémentaires 


Exercice 2.11. Étudier la nature des séries suivantes et calculer leurs sommes 
si elles existent : 


£ 


sin 


n(ro+ 1) 


1 1 ’ 
. „ COS — COS — HT 
n> 1 ri n + 1 


n> 0 


£ 

n>0 


n (n + 1)^ 


E ln ( 1 + 


n>l 


n (n + 3) / ’ 


£ 


tan 


2 n +l 


^2nq n , 0 < q < 1, ^ 


n 2 + n — 3 


n > 0 C ° S ^ ' 
+°o a n 


-a 


ri>0 


ni 


E l 1/ 

— = e, 

„ n! 


n=0 


n: 


Exercice 2.12. Étudier la nature des séries de terme général U n suivantes : 


U n = 


U n 


ni 

n 3 n n ’ 


U n = 


u„ 


n + 2 
n 3 + 1 
3n + 1\ ï 
2n + 3 


U„ 


( n !) 2 

(2n)!’ 

v/3" 
3n + 1 ! 


2n + 1 

TT — 

'- J n — / \ nî 

^2 


Un 


n — 1 
3 n 




a' 


n + b 1 


-, a > 0, 6 > 0. 


Exercice 2.13. a) Étudier la nature de la série de terme général a n = ln (l + ^). 

b) Établir une relation entre la somme partielle S n de la série précédente 
et la suite ( p n ) 



c) En déduire la nature de la suite {'[>„)■ 

Exercice 2.14. [Formule de Stirling] Soit 

ni 

f ' jjîi+l/2g— n ’ 

a) Calculer f(n + 1) et / ^+ ) 1) . 

b) Montrer que la série de terme général a n = ln f(n + 1) — ln f{n) 

converge. En utilisant la somme partielle de la série ^ a n , montrer 

que / (n) possède une limite L. 

c) Déterminer L en admettant que 


lim 

n— »■ oo 


2.4.6...(2n) 
Vnl.3.5...(2n - 1) 


= r/n. 
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(on calculera j ^j). 

d) En déduire que n! = n n e~ n \/27 m (1 + e n ) avec lim e n = 0. 

n — >-oo 

Exercice 2.15. Est ce que la série de terme général 

_ 1 
n ln 2 2 + ln 2 3 + ... + ln 2 n 


est convergente. 

Exercice 2.16. 1. Étudier la nature des séries de terme général U n suivantes : 

1 


U„ 


n (n + ln n) 


U n 


1 'i + iY\ 


n 


U n = ln ( 1 H , , 

n \ n , 


Vn + 2 — V n — 2 
U n = , ce G M. 


n' 


2. Par comparaison avec une intégrale, donner la nature des séries de 
terme général : 


U n — . , * U r ] 


n. 


n (ln n) 


CX ’ 


Un 


ln n 


n 


3. Donner la nature des séries de terme général U n (divergence, semi- 
convergence, convergence absolue) : 


Un 


(-i r 

n 2 + 1 


Un = (-1)" 1 + 


10 r 


Un 


(— l) n ln n 


n 


Exercice 2.17. Soit la série harmonique ^ ^ * et soit S sa somme : 

n > 1 

1. Prouver, après avoir calculer 5io, que —0.75 < S < —0.64. 

2. Combien faut-il de termes dans la série pour calculer sa somme à 0.01 
près et à 0.001 près ? 

Exercice 2.18. Donner la nature des séries suivantes: 


V ' * n 

Et- 1 )”- Et- 1 )”-’ oe 

ni n 


[>*+ 


n> 0 


n> 1 


X!( _1 ) nsin_ ’ ( _1 ) n (v / rT+T - y/n 

_ Tls ' 


n> 1 


n>0 
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Exercice 2.19. 1. Soit u n une suite de nombres réels et positifs. Montrer que, 
si ^ u 2p converge et ^ « 2 p+i diverge, alors ^ u n diverge. 

p> 0 p> 0 n>0 

2. Déterminer la nature de la série de terme général : 

a) u n = exp (-§ ln , 

b) u n = tanh A -f ln 

c) = (n“ + 1) “ — (n b + l) s . 

3. Soit / : M 2 — *■ M une application continue vérifiant la propriété sui- 
vante : 


f (Aæ, A y) = A f (x,y) 


pour tout A dans M. 

Soit ( x n) n> o , ( Un ) n > o deux suites réelles telles que 
convergent. 

Montrer que ^ [/ (cc n , y n )] 2 converge. 

ri> 0 


n>0 


et 

n>0 


Exercice 2.20. I. Soient ^ u n et ^ deux séries à termes positifs conver- 

n>0 ra>0 

gentes. 

1. Montrer que les séries de termes généraux suivants sont convergentes : 

a) (u n v n ) 1/2 , 

b) (u n v^) 1/3 , 


c) 


UnVn 
aun+bv n ’ 


a, b > 0. 


(Indication : Utiliser (æ + y)P = ^ C k x p ' k y k , ou 


P! \ 
fc! (p—k) ! 


fc =0 


2. En déduire que les séries (jè) 1 ^ 2 + (fî) 1 ^ 2 + ••• + (^î) 1 ^ 2 + ••• et 
(pr) 1/;! + (pî) 1//3 + ••• + + ••• sont convergentes. Généraliser. 

II. Soit (u n ) la suite définie par «o = l,et u n = 3 g~ x tt n _i pour n > 0. 
On pose So = 1 et S n = pour n > 0. 

1. Montrer que la suite (ln S n ) est de même nature que la série de terme 
général ln 


S n - 1 

S n 


Sn-l 


, et prouver que 

(2 \ 1 3a 2 -a 1 1 

= 1 “ (S + “) n + _ 3 ~ ^ + ° < ^ ) - 


2. Pour quelle valeur de a la suite ( S n ) converge (On discutera suivant les 

valeurs de a) ?. En déduire la nature de la série ; u n . 


n> 0 


+oo 

III. Soit la série ^ (-l) n+1 

n = 1 


S' 2n * 


2 n 


’ OU S 'n ~ 1 + è + S + "• + è- 
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a) Quel est son rayon de convergence R? La série converge-t-elle pour 
x = RI 

b) On note f(x) la somme de cette série lorsqu’elle converge. On pose 
g(x ) = (1 + x 2 )f{x). Montrer que, pour x < R, 

00 ™2 n 00 2 n 

g (x) = y ( ~i) n+i + y (-i) n+i — . 

V ’ ’ 2n - 1 ^ V ’ 2 n 

n = 1 n = 1 

En déduire une expression pour g(x), puis pour f(x). 
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3.1 Convergence simple et convergence uniforme 

Définition 3.1. Soit x i — > uo (x ) , x i — > u\ (x) , ... x i — > u n ( x ) , ... des fonc- 
tions définies dans un ensemble E. La série 

U 0 (x) + U\ ( X ) + ... + U n (x) + ... 

s’appelle série de fonctions. Elle peut être convergente pour certaines valeurs de 
x, diverge pour d’autres. Soit D C E l’ensemble des x dans E tels que la série 
soit convergente ; alors 

X I » / (x) = U 0 ( X ) + Ul (x) + ... + U n (x) + ... 

est une fonction définie dans E. On dit qu ’on a un développement en série de 
fonctions définie dans D. D est appelé domaine de convergence de la série de 
fonctions. Soit 

S n (x) = U 0 (x) + Ul (x) + ... + U n (x) 
alors la suite de fonctions ,5'q . S i , . . . . S n .... tend vers f simplement dans D. 

lim S n = / Vx E D Ve > 0, 3N X £ tel que 

n — >+oo 
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Exemple 3.1. Considérons la série géométrique x n cette série est convergente 

n> 1 

dans l’intervalle ] — 1 , 1 [ vers / ( x ) = , l _ x . 

Soit x G ] — 1, 1[, on a 

1 rpYl 

S n (x) = 1 + x + x 2 + ... + X n = — — — 

1 — X 

les nombres x G ] — 1, 1[ , e > 0 étant donnés, cherchons N x . e : 

I \ n 

l-S'n (x) ~ f (x ) | < e => — ^ — < £ 

1 — X 

il suffit de choisir 

N > ln[g(l - a)] 

ln \x\ 

Définition 3.2 (Convergence uniforme). Si la suite de fonctions SJ , Si,..., S n , ... 
tend vers f uniformément dans D, on dit que la série 

U 0 ( X ) + Ui (x) + ... + U n (x) + ... 

converge uniformément vers f dans D, c’est-à-dire 

Ve > 0, 3N e ViéD Vn [n> N \S n (x) — f (x)\ < e] , 

où encore 

lim \\S n — /|| = 0 où ||5 n - /|| = sup \S n (x) - f (x)\ . 

n^+oo x£D 


Exemple 3.2. On sait que la série x n converge sur ] — !,![ vers la somme 


n>0 


/ (x) = Cependant la convergence n’est pas uniforme sur] — 1, 1 [ puisque 

||sn - /|| = sup ( — J = +oo, Vn G N, 

xS[0, +oo[ V f XJ 


alors 

lim ||s n - /|| = +oo. 

n— H-oo 

Par contre dans chaque inter\>alle [—5, ô j , 0 < d < 1, la convergence est uni- 
forme 

ô n 

Vx G [—<5, 5] : || Sn — /|| = >-0, quand n — > +oo. 

l — o 


3.2. Propriété des séries uniformément convergentes 
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Théorème 3.1. La convergence uniforme implique la convergence simple. 

En effet ; 

Vx Vn : | S n (æ) - f (x) \ < ||s n - f\\ 

Théorème 3.2 (Critère de Cauchy pour la convergence uniforme des séries). Soit 
I un inten’alle de M, et u n une série de fonctions dans I. Pour que cette série 

n> 0 

converge uniformément dans I, il faut et il suffit que, pour tout e > 0, il existe N 
tel que 


n>m> N = => \u m+ i ( x ) + u m + 2 (x) + ... + u n (x)| < e, Vx 6 I. 
Théorème 3.3. Soit I un inten’alle de M, et u n une série de fonctions dans 

n> 0 


I. Soit ai, « 2 , a n , ■■■ des constantes positives telles que la série 
convergente. Si 

\ui (x)| < aii \u 2 (x)\<a 2 , —, \u n (x)\ < a n , ... 
dans I, alors la série u n est uniformément convergente dans I. 

n> 0 


n> 0 


soit 


S \ ^ X 

Exemple 3.3. Etudier la convergence uniforme de la série > — dans l ’ intervalle 


n 2 

n> 1 


[—a, a] avec a < 1. En effet, 


x 


n- 


n z 


3.2 Propriété des séries uniformément convergentes 

Théorème 3.4. Soient I un intervalle de M, et u n une série de fonctions tendant 

n> 0 

uniformément vers une fonction S ( x ) dans I. Si les u n sont continues, alors S (x) 
est une fonction continue. 

Théorème 3.5. Soit u n une série de fonctions dans [a, b], tendant uni- 

n> 0 

formément vers S. Si les u n sont continues dans [a, h]. Soit x'o un point de [a, b]. 
Alors la série des primitives 

y, f u n (t)dt 

n>cr æ ° 

converge uniformément dans [a, b] vers la primitive S (f) dt. 
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Exemple 3.4. La série 

, +00 

TTï = 

n = 0 

converge uniformément sur chaque intervalle [a, b] C [— 1, 1]. On peut donc T intégrer 
terme à terme de 0 à x, |x| < 1. On a 


+oo 

in(i+,o = x>ir +1 - n 

, n 

n= 1 

Corollaire 3.1. Soit série de fonctions continues dans [a, b], tendant 

n> 0 

uniformément vers S ( x ). Alors 



u n ( t ) dt. 


On dit qu’on peut intervertir la sommation et l’intégration. 

Théorème 3.6. Soit I CK un inten’alle et u n une série de fonctions définie 

n> 0 

sur I telle que 

1. Vn G N, u n est dérivable sur I. 

2. 3xq G I, tel que la série numérique u n (x o) est convergente. 

n>0 

3. La série ti n converge uniformément sur tout inten’alle fermé et borné 

n> 0 

[a, b] C I, 

alors 

1. La série u n est uniformément convergente sur tout intervalle u n 

n>0 n>0 

fermé et borné [a, 6] C I. 

+oo 

2. La somme S(x) = u n (x) est dérivable sur I et on a 

n = 0 

+oo / +oo 

^2u' n (x)= ^ U n ( X ) 

n=0 \n= 0 



n n 

Preuve. Posons S n = ^ Uk et S ' n = ^ u k , on a la suite ( S ’ n ) converge uni- 

k = 0 k = 0 

formément sur [a, 6] vers une fonction G, et 3xq G [a, b] tel que (S n (x o)) converge 
vers l. 


3.3. Exercices 
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Alors d’après le théorème 3.5 la suite (S n ) converge uniformément sur [a, b] 
vers l + G(t)dt et 


S n (x) = y ^u k {x) 

k = 0 


l + 


'XQ 


lim y ^ 

n— >+oo 4 
k = 0 


U, 




Tl + OO 

Soit S(x) = yyuk(x) = 1+ y2u' n (t))dt puisque y + converge uni- 

fc=0 ^ x ° k = 0 

+oo 

formément alors S \x) = E <(x). 

k = 0 


3.3 Exercices 


Exercice 3.1. Montrer que les séries suivantes convergent simplement, uni- 
formément et non normalement sur I : 


E 


(-ir 

y/n + X 2 


I = 


2. £<++ r 

x 4 + n 


Solution 


1. Soit 


n> 0 


(- 1 )" 
n + x 2 


,1 = 


On peut voir facilement que sup x6K 


(- 1 )" 


y/n+X 2 


avec 


V —= diverge. 

' Jn 


n> 1 


Donc la série ne converge pas normalement. 

/ i \n 

Posons u n = y / x2 , nous remarquons facilement que lim \u n \ = 0 et 
(|it n |) est décroissante, donc la série alternée u n est simplement convergente 


n> 0 


(théorème de Leibniz). On a 

+00 


\Rn(x)\ = 


yy u k (x ) 

k=n -\- 1 


< |rtfc+i(x)| < 


y/n + 1 


~^n — >+ooOj 


ainsi sup œeK \R n {x)\ 


n— H-oo 


0, donc la série 


E 

n>0 


(-i r 

y/n + x 2 


converge uni- 


formément sur M. 

2 (—R) n x 2 


' x 4 + n 

n> 0 


J = M. 


Pour :e = 0, on a la série nulle qui converge. 

2 2 

Pour i/O, ++ — > n ^ +oc 0 et ++ est décroissante donc la série converge 
simplement sur M (théorème de Leibniz). 
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On a 


(~l) n x 2 ' 
x 4 +n 


v—' X 2 . , . (— l) n X 2 

et — diverge donc la sérié 2_^ — — ne converge 


7Î> 1 


n>0 


x 4 + n 


pas normalement sur M. 
On a 


|Æ n (x)| < 
h'(x) = 


X 


= h(x), 


x 4 + n + 1 
2x(— x 4 + n + 1) 


(x 4 + n + l) 2 ’ 
h! (x) = 0=^x 4 = n + l=^x* = (n + l)2 ) 
((n + l)ï) 


h(x*) = 


1 1 


^n — >+oc 0. 


n + l + n + 1 2 y/n + 1 

Ainsi sup^gjj R n (x) +0O 0, donc la série converge uniformément sur M. 

Exercice 3.2. On considère la série de fonctions 

+oo 

E* 2 "- 

n=0 

1. Étudier la convergence simple de cette série sur [0, 1[. 

2. Étudier la convergence uniforme de cette série sur [0, a] où a £]0, 1 [. 


Solution 


1. Soit 


Nous avons sur [0, 1 [ 


E 

n> 0 


X 


2 n 


— oo 


+oo 


E* 2 ” = E( 


i 2 )” = 


n = 0 


n = 0 


1-X 2 


ainsi la série converge simplement sur [0, 1 [. 

2. Sur [0, a], a < 1, nous avons x 2n < a 2n avec a 2n qui converge. Ainsi, 


n> o 


par le critère de comparaison la série x 2n converge normalement donc uni- 


n> 0 


formément sur [0, a], a < 1. 

Exercice 3.3. Montrer que la fonction f définie par 


/(*) = Ë 


^ n!(sin(æ)) T 


est continue sur ]0, vr [. 


3.3. Exercices 
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Solution 


Soit 


f ( x ) = 

L ' 77. ( si n 


n>0 


n!(sinx) r 


Sur [a, b] c]0, 7r[ la fonction sin(x) est continue donc elle atteint son minimum qui 
n’est pas nul, donc il existe m tel que,Vx G [a, b], sinx > m > 0 


< 


n!(sinx) n n\m n ’ 

et V — converge. Ainsi la série converge normalement donc uniformément 

n\m n 


n> 0 


sur [o, b\, de plus Vn G N, est continue sur ]0, tt[. Donc / est continue 

]0,vr[. 


sur 


Exercice 3.4. Soit I =]1, +c»[. Pour x G I, on pose 


/(*) = 

n = 0 


1 

1 + X n 


1. Vérifier que f est définie sur I. 

2. Montrer que f est continue sur I. 

3. Montrer que f est dérivable sur I. 


Solution 


1. / est bien définie car 


1 1 

< —, 

1 + x n ~ x n 


avec ( — j qui converge puisque x G] 1, +oo[. 


2. Soit a > 1, 


x > a 


1 1 

< — . 

1 + x n a n 


La série f(x) converge normalement donc uniformément sur [a, +oo[ . Comme les 
fonctions x i-)- 1+ 1 3 . n sont continues sur ] 1 , +oo [, il en résulte que / est continue sur 
[a, +oo[. Comme ceci est vrai quel que soit a > 1, il en résulte que / est continue 
sur ] 1 , +oo[ . 

3. On a Vn G N, x i-)> u n (x) = y.» est dérivable sur ] 1, +oo[ et 


<(x) 


71 — 1 

—nx 

(1 + x n ) 2 ’ 
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, nx n 1 n 

\U„ (X)\ = — pr < pr, 

1 nK n (1 + x n ) 2 - a n+1 

avec ))+1 converge. Ainsi u' n converge uniformément sur tout intervalle 

n>0 n> 0 

[a, +oo[, a > 1. 

Il en résulte que / est dérivable sur ] 1 , +oo [. 

Exercice 3.5. On considère la série de fonction 


+oo 


/(*) = E 


sin(næ) 


n= 1 




1. Montrer que cette série converge pour tout x £ M. 

2. Montrer que / est une fonction continue. 

3. Montrer que 



f(x)dx 


+oo 

■E 

n= 0 


(2 n - 1 ) 4 


Solution 


1. 


Vx G M, 


Slllï 


n° 


< - 3 , 

n ô 


, x sim 

donc > — p- converge normalement sur M. 

Z — ^ 77 y 


n> 1 


smx 
n 3 

2. Puisque / converge normalement donc uniformément sur M, donc / est bien 
continue sur M. 

3. 

+oc r-< 


+ 00 . H-OO n jr . 

sin x / sm x 


9 0 


/(*>* - 


|~ — cos nx j 


0 


/ 0 1 n 

n= 1 


t J 0 n 

n= 1 


y^ 1 - (-l) n _ y^ 

A-/ n A 


n— 1 
+oo 


n° 


n= 1 


2 _ o V' 1 

^ (2n + l) 4 “ " ^ (2n — 1) 

=0 v ’ n = 1 v ’ 


3.4 Exercices supplémentaires 

Exercice 3.6. Étudier la convergence simple et uniforme des séries de fonc- 
tions de terme général : 


Un 

(1 + æ 2 )™’ 

Un 

= (sin“ x) (cos™ x) , 

a > 0, x G 

o, - 

L 2 

Un 

X 

= x tan — , 

Un 

= e~ nx cos nx. 



2 n 
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Exercice 3.7. Soit U 0 = 0 et 

U n = (- si n > 1 
ri. 

Montrer que cette série de terme général U n est uniformément conver- 
gente sur tout segment [a, b] ,mais n’est pas absolument convergente pour 
aucune valeur de x. 


Exercice 3.8. Pour tout n > 0 et tout élément x de ]0, 2rv[ on pose 


, „ æsinæ 

U n ( x ) = _ • 

2 y/n cos x 

1. Montrer que la série de terme général défini par Uo = 0 et U n ( x ) si 
n > 1 est simplement convergente sur ]0, 2i r[ . 

2. Montrer qu’elle est uniformément convergente sur tout intervalle fermé 
inclus dans ] 0, 27 t[ . 

Exercice 3.9. Etudier la continuité et la dérivabilité des fonctions suivantes 
après avoir déterminé leur domaine de définition 


f ( æ ) 


£ 

n> 1 


sin 



9 (x) 



arctan 


n> 1 



5 


h ( x ) 


£ 

n> 1 


x 2n x 2n+l 



Exercice 3.10. Montrer que la série de terme général Uq ( x ) = 0 et 


U n (X) = 


sin (n 2 æ) 


ri. 


pour n > 1 


est uniformément convergente sur M. que peut on dire de la série de terme 
général U' n ( x ) . 

Exercice 3.11. Soit h un nombre réel strictement positif, montrer que la série 
de terme général ne~ nx est uniformément convergente sur [h, +oo[ .Soit 
/ ( x ) sa somme, calculer f a f (x) dx où a et b deux nombres réels tels que 
h < a < b. 


Exercice 3.12. Soit la série de fonctions de terme général 

Un ( X ) = ln (l + ce 2 ") . 


1. Montrer qu’elle converge simplement pour tout x G ] — !,![. 
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2. Montrer que 


+oo 


J2 Uk w = ln ( —[ 


X 


2 n + 1 ' 


k = 0 


X 


3. En déduire 


+oo 

S (x) = ^ Uk (x) pour tout x G ] — 1, 1 [ . 
k=o 


4 . Justifier l’égalité suivante : 





+oo 

Z 


k = o 


2 n x 2 ™~ 1 
1 + æ 2 " 
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4.1 Définitions et propriétés 


Définition 4.1. On appelle série entière de la variable réelle toute série de fonc- 
tions de la forme a n x r où üq, ai, 02 , a n , ... sont des nombres réels ou com- 

n> 0 

plexes donnés, appelés coefficients de la série, et x G R. 


Définition 4.2. L’ensemble D = {ï £ 1, 
maine de convergence de la série. 


a n x n converge} est appelé do- 

n> 0 


Exemple 4.1. 1. x", a n = 1, Mn G N, la série converge pour \ x < 1, ainsi 


n> 0 


D= 1 - 1 , IL 


ni 


> Q"n — 


n>0 

3. n\x n , a- 


J,, Vn G N, la série converge pour tout x G M, ainsi D = M. 
= ni, Vn G N, la série ne converge que si x = 0, ainsi 


n> 0 

D = {0}. 
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Proposition 4.1 (Lemme d’Abel). Soit ^2 a n x n une série entière, s’il existe xq £ 

n>0 

M tel que la suite (a n x g ) est bornée alors a n x n est absolument convergente 
pour |x| < |xo|. 


n> 0 


Preuve. (a n x g) est bornée donc 3 M > 0, 3iV £ N tel que Vn > N on a 

|a n Xg| — M 


a n x 


a n x o 



< | a n x 


n | 

0 I 


X 

Xo 


n 

< M 


x 


n 


XQ 


Or 


x 

Xo 


converge car 


XQ 


< 1. Donc 


E 


a n x \ converge. 


Corollaire 4.1. Si ^ a n x n diverge pour x = xo, alors la série ^2 a n x n diverge 
n>0 n>0 

pour tout x tel que |x| > |zq|. 


4.2 Rayon de convergence 


Définition 4.3. On appelle rayon de convergence R d’une série entière 


n> 0 


&n.X 


de domaine de convergence D le nombre 

R = sup{|x|}. 

xÇlD 


Remarque 4.1. R peut être nul ou égal à +oo. 

Théorème 4.1. Soit R le rayon de convergence d’une série entière ^2 a n x n alors 

n> o 

i. R = 0 D = {0}. 

ii. R = +oo D = M. 

iii. Si 0 < R < +oo alors 

|x| < R => '^2 a nX n converge absolument. 

< n> o 

\x\ > R => ^2 a n x n diverge. 

„ n>0 


Remarque 4.2. Si \x\ = R on peut rien dire. 
Exemple 4.2. 1. ^ x 11 , R = 1 et D =] — 1, 1[. 

n> o 


4.2. Rayon de convergence 
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2. — -, R = +oo et D = M. 
n\ 

n> 0 

3. Y n\x n , R = 0 et D = {0}. 


n> 0 


4.2.1 Détermination du rayon de convergence 


Proposition 4.2. Soit \ a n x n une série entière si lim 

J n— >•+ oo 


n>0 


^ 71+1 


= l (finie ou 


infinie) alors le rayon de convergence R. = \. 
Exemple 4.3. Soit la série entière 


on 

n> 0 


lim 

n—ï-h oo 


alors R = +oo et D = M. 




2" +1 

®n+l 

= lim 

n— 5>+oo 

(n+1)! 


On 

R! 


= lim 


n— »+oo n + 1 


= 0 , 


Proposition 4.3. Soit a n x n une série entière si lim \J \ a n = l (finie ou 

^ J n — >-+oo 


n>0 


infinie) alors le rayon de convergence R = j. 
Exemple 4.4. Soit la série entière 


__ 071 

ER- 

7l>0 


lim 

71— >-+00 



n— >-+oo y Ti n 


, 2 
lim — = 0, 

n— >+oo n 


alors R = +oo et D = M. 
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4.3 Propriétés des séries entières 


Proposition 4.4. Soit a n x n une série entière de rayon de convergence R > 

n> 0 

0. Alors la série a n x n converge normalement (donc uniformément) sur tout 
n> 0 

interx’alle [— r, r] avec 0 < r < R. 

Proposition 4.5. Soit a n x n une série entière de rayon de convergence R > 0 


n> 0 


+oo 


77.— 0 


et soit f :] — R, R[— > M la fonction définie par f(x ) = a n x n , alors 

1. f est continue sur } — R, R[. 

2. Les séries ^ na n ï n_1 et < 


r n+l 


n> 0 


n>0 


" I -| 

n + 1 


(obtenues en dérivant et intégrant la 


série a n x n terme à terme) ont le même rayon de convergence que a n x n . 


n> 0 


n> 0 


+oo 


— x n+i 


3. On a f(x) = na n x n 1 et f* f(t)dt = a n -, Mx g] — R, R[. 

77—1 


77—0 


+OO ^ 

Exemple 4.5. On a ^ x n = V.r e] — 1, 1[, alors 


n=0 


+oo 


77—1 

æ n+l 


n = 0 


• + 


1 

Vx g] - 1, 1[. 

(1 — x) 2 ’ 

ln(l — x) 

, Vx€]-l,l[ 

une série 

entière de rayon 


n>0 


+oo 


et soit f :] — R, i ?[— > M la fonction définie par f(x) = ^^a n x n , alors f est 
indéfiniment dérivable sur ] — R, R[, et l’on a 


77—0 


+oo 


\/xe]-R,R[, f(x) = J2 


/ (n) (0) 


-x 


77—0 


ni 
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Théorème 4.2 (Théorème d’Abel). Soit a n x n une série entière de rayon de 

n> o 

convergence R > 0 et de somme S. 

+oo 

1. Si > a n R n converge alors lim S(x)=y a n R n . 

^ J x^R~ ^ ' 


n> 0 


n= 0 


+oo 


2. Si y a n {— R) n converge alors lim S(x) = y a n (—R) n . 

^ J x^-—R+ ^ J 


n>0 


7T— 0 


+oo 


Exemple 4.6. On a ^ - — • = — ln(l — x), Vx G] — 1, 1[. 

n= 1 
+oo 

En x = 1, la série ) — diverge. 

2- ^ T) 


n = 1 
+oo 


En x = — 1, la série 


(-l) r 


n=l 


n 


converge et on a 


+oo 


lim (— ln(l — æ)) = — ln(2) = 


("l) r 


x — >— 1+ 


n= 1 


n 


4.4 Développement en séries entières 


Définition 4.4. Soit I un intervalle ouvert contenant 0 et soit f une fonction définie 
et indéfiniment dérivable sur I. On appelle série de Taylor en 0( ou bien série de 

v- / (n) ( 0) 

Mac-Laurin ) de f, la série entière S ^ 


-x n . 


n> 0 


n\ 


Définition 4.5. Une fonction f est développable en série entière en 0 s ’il existe 

+oo 


r > 0, tel que f{x) = a n x n , x G] — r, r[. 


n = 0 


Proposition 4.7. Soit f une fonction indéfiniment dérivable dans un voisinage de 
0. Si f est développable en série entière en 0 alors cette série est la série de Taylor 


en 


0 ( série de Mc-Laurin) : 3r > 0, f{x) = 


/W( 0 ) 


n=0 


n\ 


x n , Vx G] — r, r[. 


Théorème 4.3. Soit f une fonction indéfiniment dérivable sur \ — R, Il alors 

m = E L ri xn ’ 


n = 0 


si et seulement si lim R n (x) = 0, où R n (x) = 4-r|^a: n+1 , 0 < 6 < 1 (le 
reste de Taylor-Lagrange). 
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Preuve. Le développement de Taylor de / à Tordre n au voisinage de 0 ( 
Développement de Mc-Laurin) est donné par 


/(x) _ m+ m x+ rn x > + . . . + f^m x « +K{x) 


1! 


2 ! 


ni 


n 


E 


f -^-x k +R n ( x). 
k\ 


donc 


\/x G] — R, R[, 


“ f(n)f 0 ) 

f(x) = L -± 1 x n 


n = 0 


ni 


lim R n (x) = 0 

n— >-+oo 


Corollaire 4.2. Soit f une fonction indéfiniment dérivable sur ] — R, R\, s ’il existe 
M > 0 tel que Mx G] — R, R[, Vn G N, | (0) | < M, alors f est développable 

en série entière en 0. 


Exemple 4.7. 

2 Tl 

rjp rjp 1 *' 

e =1 + — + — + - + R n (x) 

1! 2! ni 

où 

Rn(x) 

\Rn{x)\ 


o 0x 


< 


(n + 1)! 

el*l 

(n + 1)! 


x n+1 , 0 < 6 < 1 

0, quand n — >• +oo, Vx G M. 


171+1 


Donc e æ 


+oo 

E 

n = 0 


n! 
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4.4.1 Applications 

Développement en séries entières de quelques fonctions élémentaires. 


-, +oo 

1 — = Vx g] — 1, 1[, R = 1. 


ti=0 

+oo 


-i T'-*-' 

— = £(-i)"x", Vxe]-l,l[, R = l. 

7i=0 


+oo 


j 

7 rô = > nx 

(1 — x ) 2 “ 

v 7 ti=1 


n_1 Vx g] — 1, 1[, R= 1. 

+°° +°° ^.n+l 

— n ^ n + 1 ’ 

rç=l 7i=0 

+OO 


' ^ T n 1 ^ T n-\- i 

-ln(l-x) = ^ — = ^— , Vx G] — 1 , 1 [, R = 1. 

ti= 1 n=0 

+OO ^ +OO 

Vxe]-l,l[, R = 1. 

71=1 71=0 

+OO n 

e x = VxGK, -R = + 00 . 

n! 


n=0 


+°° x 2n 


Ch(x) = 7 — TT, VxêR, R = +OO. 

v ' ^ ( 2 n)! 


n= 0 

+°° x ,2n+l 


;h ( æ ) = 22 + 1)! ’ Væ G ^ = + °°- 


n=0 

+00 


COS 


' 00 2 n 

'(®) = 1 ) ri 7^yy 5 VxgM, R = + 00 . 


n= 0 
+00 


,2n+l 


sin(x) = ^(— !) n VxGM, R = + 00 . 


71=0 


(2n + 1)! 


(1 + x) Q = 1 + ^ ^ — 1 ^" (a n + 1) x-, a G R*, Vx G] - 1, 1[, R 

71=1 


11 + Vx G] — 1, 1[, R = 1. 

1 — x ) 2n + 1 J 1 

x 71=0 


- In 


+00 


arctan(x) = y^(— l) r 


x 


,2n+l 


n= 0 


2n + 1 


Vx G] — 1, 1[, R = 1. 
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Résolution des équations différentielles 
Exemple 4.8. Soit l’équation différentielle 

4xy" + 2y' - y = 0 (4.1) 


telle que y( 0) = 1, on cherche une solution de (4.1) sous Informe d’une série 


+oo 


entière y = 22 a n x n ,où les coefficients a n sont à déterminer. On a 


n=0 


+oo 


+oo 


y' {oc) = 22 na n x n \ y"{x) = ^n(n - 1 )a n a 

n = 1 


,n — 2 


n = 2 


En remplaçant dans l’équation (4.1) 


+oo 


+oo 


+00 


4x ^2 n ( n — l) a n® n 2 + 2 22 tta n X n 1 — 22 a n xn = 0> 

n = 2 72 = 1 n = 0 

+00 +00 +00 

22 4n(n — l)a n x n_1 + 22 2 rea„ï n_1 — ^ a n x n = 0, 

72— 2 72—1 72—0 

+00 +00 +00 

y: 4 (n + l)na n+ ix n + ^ 2(n + l)a n+ iz ?l - 22 a ™ x11 = 

72—0 72—0 

+00 

^[(4(n + l)n + 2{n + l))a n+1 - a n )x n = 0, 


n = 0 


n = 0 
+oo 


y^[(2?i + 2)(2n + l)a n+ i - a n ]x n = 0, 


n = 0 

=> (2 n + 2)(2n + l)a n+ \ — a n = 0, Vn € N, 

°n+l = TZ r,\ /r, . . N. a n ) Vn G N. 

(2n + 2)(2n + 1) 

On a aç, = y{ 0) = 1 et a n = ( 2 n )( 2 n-i) Q n- 1 ) e N*, ce qui implique que 

1 


&72 


(2n)! 


, Vn G N. 


Ainsi R = +oo, D = M et 


+oo 


î/(*) = 


X 


(2n)! 

n=0 v ' 


= 


sz x > 0, 


|w =I * (,î) 

g = cos(V _ l) sjI<0 , 


n=0 


(2n) 
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Calcul approché d’intégrales 

Exemple 4.9. Calculons l’intégrale J'J sm ( x ) dx avec une approximation à 0.01 
près. 

Nous avons 


donc 


sin(x) 

x 


^>4 x 2n 

3!~ + 5!~ + “' + (2n + l)! + '" 


I = 


sin(x) 


7 t" 


7T 


TT 


2n+l 


<h '' 18 + 600 + "' + (2n + l)(2n + 1)! 


+ ... 


Soit 


7 r 3 7T 5 


S n — 7T — — — + “777“ + . . . + 


TT 


2n+l 


18 ' 600 (2n + l)(2n+ 1)! 

D ’ après le théorème de Leibniz nous avons 

r 2n+3 


I Un I = \I-SJ < 


7 r 


(2n + 3)(2n + 3)! 


Powr Ævo/r V approximation à 0.01 près il suffit de choisir n tel que 


7 r 


2n+3 


(2n + 3)(2n + 3)! 


< 0.01 


On trouve n = 3, donc 


TT" 


\I-S 3 \< — < 0.009127. 


Comme 


S'S = tt - 


TT 3 TT 5 

+ 


= 1.843250 


18 600 35280 

on a 1.834123 < I < 1.852378. Ainsi I = 1.85 avec une erreur inférieure à 0.01. 

Exemple 4.10. Calculons l’intégrale f ( '‘ e~ x2 dx 
Nous avons 

n sy»4 rp2iTl 


Intégrant les deux membres de cette égalité de 0 à oi, on trouve 



a 3 a 5 
3 + 10 


42 


+ ... 
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4.5 Exercices 

Exercice 4.1. Déterminer le rayon de convergence des séries entières suivantes 


+oo 


-I +°° ( -I \n ~t~ CXJ ( n\n 

1. Y. cos(i),", 2. £ 3. V ( 2) . . x- 


+oo 


n= 1 


n 


n = 2 


E 


+°° x 2n 


ln n 


+oo 


tC/ ^ 

^ n + arctan(n) 


+oo 


n = 0 


cosh n 


5 . y nlxn i 6 - 


x 


n — 0 


n — 2 


ln n! ’ 


+°° +°° 

7. V nlx™ 2 , 8. y . 

n n ( 2 «) ! 

71=0 77=0 v ' 


Solution 


Calculer le rayon de convergence des séries entièrs suivantes : 
1 ' 


1 E 


COS 


77> 1 


n 


x . 


lim 

71— >+00 


^77+1 


= lim 

77— >-+00 


COS 


U +0 


cos 


(à) 


cos (0) 
cos (0) 


= 1. 


Donc R = 1 et 


Si |x| < 1 la série entière Y^ cos f — j x" converge absolument. 


7l> 1 


Si |x| > 1 la série entière 'Y cos ( — ) æ " diverge. 


77> 1 


Si |x| = 1, posons U n {x) = cos (^) x n alors 


lim \U n (x)\ = lim | cos ( — ) | = 1 / 0 


77— >+00 


77— >-+00 


n 


donc lim U n (x) ^ 0 et la série diverge. 

77— >+00 

Ainsi le domaine de convergence est D =] — 1, 1[. 

2 . Y, 


n> 2 


ln(n) 


lim 

77— ^+00 


a n + 1 

= lim 

77— >-+00 

(_l)n+ 1 

ln(n+l) 


(-1)" 


ln(?7) 


= lim 


ln(n) 


n->+oo ln(n + 1) 


= 1. 


Donc R = 1 et 
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r_]\n 

Si Ixl < 1 la série entière \ x n converge absolument. 

^ nin i 


n> 2 


ln(?r) 

(-l) r 


Si Ixl > 1 la série entière y . , x n diverge. 

' m(rt) 


n> 2 


Si Ixl = 1, i.e. x = ±1. 


Si x = 1 alors - — ^^x n = 


n>2 


ln(n) 


v- ("l) n 

y n / N est une sene numérique 


n>2 


ln(n) 


alternée convergente (critère de Leibniz). 

/l'in 

• Si x = —1 alors ^ - — — -x 11 = 


n> 2 


ln(n) 


— ; — - est une série numérique 

ln(n) 


n> 2 


divergente (car |n( ‘ n) > \ et ^ - diverge). 


n> 1 


Ainsi le domaine de convergence est D =] — 1, 1]. 

3 -E ( “ 2> " 


n> 1 


n + arctan(n 


-x . 


lim 

n— >•+ oo 


&n+ 1 

= lim 

n— H-oo 

(_ 2 )n + 1 

n+ 1 +arct an (n+ 1 ) 

Un 

(— 2) 71 


n+arctan(n) 


= lim 2 


1 + 


arctan(n) 


+oo 1 i I i arctan(n+l) 

' n n 


= 2 . 


Donc /? = 2 et 


Si |x| < \ la série entière y] 


(— 2) r 


Si | x| > ^ la série entière 


^ n + arctan(?r 

(-2 Y 


Si |x| = ^ i.e. x = ±^. 

• Si x = \ alors ^ 


n>l 


n + arctan (n 


-x n converge absolument. 
-x n diverge. 


(-2) r 


-x n = 


E 


(-ir 


7i + arctan(n) ' n + arctan(n) 

n>l n>l 

série numérique alternée convergente (critère de Leibniz). 

• Si x = — i alors y — — — ^x n = y — 

7i + arctan(n) n + arctan(n) 


est une 


est une 


série numérique divergente (car 


t 


n+arctan(n) n z ^ ^ 
n>l 
1 1 


et V — diverge). 

^ n 


Ainsi le domaine de convergence est D =\ — 


n>0 


X 


2n 


cosh(n) 


Posons U n (x) = CO g h ( n ) , nous remarquons que cosh(n) ~ \ donc U n (x ) ~ 
et 


lim 

n— >+oo 


t^n+1 (^) 




= lim 

n— )-+oo 


2a? 


2n+2 


tTT" 


2x 2n 

e n 


X 

e 
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• Si — < 1 •«=>• x'| < yfê alors la série entière converge absolument. 

2 

• Si — > 1 •«=>• Izl > yfe alors la série entière diverge. 

e n 

• Si Izl = Je, alors lim I U n (x)\ = lim I — — -I =2/0, 

n->+oo n — >+oo COSh(n) 

donc lim U n (x ) / 0 et la série diverge. 

n — >-+oo 

Ainsi R = sje et le domaine de convergence est D =] — -/ë, yfë\. 

5. ^ n\x n . 

n> o 

Q"n -\- 1 


lim 

ti— >-+ oo 


( n _|_ 2 ^ ! 

= lim ; — = lim n + 1 = +oo. 

71— >-+oo 77,' 7i— >•+ oo 


Donc iî = 0 et D = {0}. 


n> 2 


ln(n!) 


On a Vn G N*, n! < n n donc ln(n!) < nln(n) < n 2 , ainsi pour n > 2 on a 


J- < 1 ^ 

n 2 — ln(n!) — 


< 1. 


1 

12 ~ 


ln(n!) 


< 1 


1 


1 


et lim \ — TT = lim — = = 1 donc lim 


1 


n— >+oo V n n— H-oc n ~ 


n— >+oo y ln(n!) 


= 1 et par suite R = 1. 


Si Izl < 1 la série entière - — y - , x n converge absolument. 

^ ^ ln i r?.M 


n> 2 


ln(n!) 


Si Izl > 1 la série entière — — — z n diverge. 

m(n!) 


n> 2 


Si |z| = 1, i.e. z = ±1. 


Si x = 1 alors 1 x n = 
ln(nH 


n>2 


n> 2 


ln(n!) 


est une série numérique 


1 


divergente (car , } n > , K , et — - — — — est une série de Bertrand divergente). 

c 11+71:7 7111+717 • -J 77 ln(77i 


Si z = —1 alors ^ 


n ln(n', 

n> 2 v ' 

1 „ (~l) n 


-X = 


E 


„>2 ln (" ! > J ln <"'> 

alternée convergente (critère de Leibniz). 

Ainsi le domaine de convergence est D = [ — 1, 1 [. 


est une série numérique 


7 -E 


n:z . 


n>0 


Posons U n (x) = n\x n et appliquons la règle de D’Alembert 


lim 

71— »+00 




U n (x) 


= lim 

71— >-+00 


(n + l)!z^ n+1 ' ) “ 


n\x“ 


= lim ( n + l)z 

71— >-+00 


271+1 
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• Si x\ < 1, alors lim 

n— >-+oo 

converge absolument. 

• Si | x\ > 1, alors lim 

n— >-+oo 


Un -\- 1 (^) 


U n (x) 
U n + i (%) 


U n {x) 


= 0 < 1 et la série entière 

n> 0 

+oo > 1 et la série entière 


n\x 


n\x 


n> o 


diverge. 

• Si \x\ = 1, alors lim \U n {x)\ = lim n! = +oo ^ 0, donc lim U n {x) / 

n— >-+00 n— >•+ oo n— >-+oo 

0 et la série diverge. 

Ainsi R = 1 et le domaine de convergence est D =] — 1, 1[. 

x n 


*■£ 

n> 0 


(2n)f 


lim 

n— >-+oo 


^n -\- 1 
& n 


lim 


(2n)! 


= lim 


1 


n — ^+oo (2n A 2)! fi — >-+oc (2n d - ‘2)i‘2n d - 1) 


= 0. 


Donc R = d-oo et D = M. 

Exercice 4.2. Trouver le rayon de convergence R, calculer la somme pour 
tout nombre réel x tel que \x\ < R et étudier ce qui se passe si \x\ = R pour 
les séries entières suivantes 


1. 


d-OO 

£ 


n = 1 


n( n -|- 1) 5 


2 . 


+2? (- l) n x 2n 
4 n 2 - 1 ’ 

n=0 


+oo 

3 . ^2 nx n , 

72=0 


4 . 


£ 


72=1 


2n + 1 
2n - 1 


æ 


1 

5 


5 . 


d-OO 

£ 

72 


ar 


; (2n)! 


6 . 


n 


+oo 

V 

^o n + 1 


æ 


Solution 


Trouver le rayon de convergence R calculer la somme pour tout nombre réel 
x tel que |æ| < R et étudier ce qui se passe si |æ| = R pour les séries entières 
suivantes : 

™72 

>•£ 


n> 1 


n(n d- 1) ' 


lim 

72— >-+00 

Ainsi R = 1 et 


®n+ 1 
On 


= lim 


n(n -|- 1) .. n 

= lim = 1 


n — ^-{-oo in d - d - 2) tl — ^-(-oo n d - 2 


E X 

— converge absolument. 

n n 4-11 b 


72 > 


J nin d- 1) 


E x' ü 

— — diverge. 

n(nd-l) 


Si |æ| = 1, alors 


72 > 1 


72>1 

x n 


nin -|- 1) 


£ 


1 


n> 1 


nin -|- 1) 


est convergente. 
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Le domaine de convergence de la série entière est D = [— 1 , 1 ]. 
La somme : 

Si x 7^ 0 , 


/O) = 


+oo 

E 


— [ n(n + 1) 

+oo 

E 


+°° rr-n +°° 

x X ^ ^ tL> 


n= 1 
+oo 

E 

n= 1 
+oo 

E 

71=1 

+oo 


n 

x n 

n 

X ™ 
n 


n = 1 


n + 1 


1 x n+1 


x 


71=1 


n + 1 


-, +oo r 

1 \ - X 


n = 2 

/+°° — 77 


x - X 1 / v - X 


77=1 


n 


x 


,E 

\n=l 


n 


— ln(l — x) H — ( ln(l — x 
x 

(1 — x) ln(l — x) + x 


) - x) 


De plus /(O) = 0 , et par le théorème d’Abel on a 


+oo 

E 


n= 1 


+oo 

E 


71=1 


1 

n(n + 1) 

(~l) n 

n(n + 1) 


2 -E 

7l>0 


(- 1 )" x 2n 

4 n 2 — 1 ’ 


Posons U n {x) = j^^x 2 ™, 


lim /(x) = 1. 

x— s>l~ 

lim /(x) = 1 — 21n(2). 

X — >— 1 + 


lim 

ti — y -|-oo 


u n+ i(x) 


(-1)" +1 t 27742 



= lim 

n— >-+oo 

4(n41) 2 -l 

= lim 

n — >-+oo 

4 n 2 — 1 9 

U n (x) 

(-l) n t 2ti 
4ti 2 -1 X 

4 (n + l) 2 — 1 


= X 


• Si x 2 < 1 4 =^- |x| 

• Si x 2 > 1 <==^ |x| 

• Si |x| = 1 , alors 

71>0 


< 1 alors la série entière converge absolument. 

> 1 alors la série entière diverge. 

/_ iyn 

— Tî x 2n = > — 77 est convergente (théorème 

4 n 2 - 1 4 n 2 _ i 


n> 0 


de Leibniz). 

Ainsi R = 1 et le domaine de convergence de la série entière est D = [— 1 , 1 ]. 
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La somme : 
Si x / 0, 


+oo 


/(*> = E^* 2 ” 


n=0 


An 2 — 1 


1 (-l) n y?(~l) w 

2 \ ^ 2n - 1 ^ 2n + 1 

\n=0 n=0 


E 

\n = 0 

^ f- 1+ E 


æ 


2 n 


+oo 


(-!) n x 2n 

2 n — 1 1 ' 2n + 1 

72=1 72=0 

+oo 


"l " 00 / 1 \n ^ 


-i + y — x 2m+2 - -y ü x 2n+l 

' 2m + 1 x ' 2n + 1 

m=0 n=0 / 


- ( — 1 + x ar et an (xi arctan(x) 

2 \ x 


De plus /(O) = 0, et par le théorème d’Abel on a 

+oo 


E 

72—0 


(-l) n 1 

; _ ’ = lim f(x) = . 

An 2 - 1 |a;|-».i y J 2 


3. Y, nx n , R = 1 et D =] — 1, 1[. 


n> o 

La somme : 


+oo 


+oo 


72—0 


Y^ nxU = x Y^ 

n= 0 

4 ’E 


/ +oo 


nx™ = x y nx n 1 = x ( Y^ x n ) = x 


\72— 0 


1 — X 


(i- x y 


n> 1 


2n + 1 r n-l 

2n-l ‘ 


2n + 1 

= 2^~l ~ h 


ainsi R = 1 et 

• Si | x\ < 1 la série entière Y^ 7 ^ — — ~x n 1 converge absolument. 


n> 1 


2n + 1 „n-l 
2n — 1 


^ 2/7, -|- 1 

Si Ixl > 1 la série entière N x n ~ l diverge. 

^ ^ 9/n — 1 


Si |x| = 1, alors Y, 


2n — 1 

n> t 

2n + 1 i = 
2n - 1 


E « divergente (££ 


n > 1 n>l 

1/0). 

Le domaine de convergence de la série entière est D =] — 1, 1[. 
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La somme : 


+OO 


/(*) = E 


n= 1 
+oo 


2n + 1 T n-1 
2 n - 1 


+oo 


E^ 1+2 E 


1 


^n— 1 


n=l 

+oo 


n= 1 
+oo 


2n — 1 


E*”+ 2 E 


i 


77—0 


77—0 

+oo 


2n+ 1 


1 1 

+ 2 > . 

1 — x t—* 2n + 1 

n = 0 


-X 


Sachant que 


+oo 


E 

77—0 
oo 

^2 t 2n dt 

n- 

XD 

E 


1 / 1 


x = 


77—0 
r x +°° 


77—0 


1 — x 2 2 \ 1 + x 1 — x 


1 f x f 1 1 

2 /o \ 1 + ^ 1 — t 




+°° æ 2n+l 


2n + 1 


n=0 

Si 0 < x < 1 alors 


= \ P n (l + x ) - H 1 - ®)] = \ ln f 


+oo 


f( x ) = J 2 

Si — 1 < x < 0 


77—1 


2 n + 1 n _ x 1 1 

x = h ln , ^ 

2n — 1 1 — x \ x \ 1 — \/x 


+oo 


/oo = J2 


n x n 1 = 1 — - — arctan(\/— x) 


2 n - 1 


77— 1 

De plus /(O) = 3. 

x n 

5. — — r, R = +00 et D = R. 

^ (2n)! 

n>0 v ' 

La somme : 

Si x > 0 


1 — x xAEr 


+oo 


f( x ) = 


x 


+00 


- (2n)! 


^l^Ç! =cosh( ^ c) _l 


77—1 


(2n)! 
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«■E 

n>0 


< 0 



/(+) 

j~+ ry-Tl 

«X/ 

^ (2n)! 

n=l 

+oo 

-E*- 1 ) 

72—1 

-v n 

72 



■. (V—x) 2 n 

(2 n)\ 


= cos(V— x) — 1 


n + 1 


lim 

n— >+oo 


^n+1 


= lim 

n— >-+oo 


n+1 

n+2 


= î 


n+l 


Ainsi R = 1 et 


Si | x\ < 1 la série entière — — pi'"', converge absolument. 


n>l 


Si Ixl 


> 1 la série entière .x". diverge. 

^ n + 1 


n>l 


Si |x| = 1, alors ^ 


n>0 


n 


-x 


V est grossièrement divergente. 

n + l 


n> 1 


n + l 

Le domaine de convergence de la série entière est D =] — 1, 1[. 
La somme : 

Si x 0 


+oo 


/y = I] 


n 


+oo 


-X = 


n + l 

E*”-E 

n=0 72—0 


E 1 


n=0 n=0 

+oo +oo „ 


n + l 


X = 


n + l 


1 1 x n+l 


E 


1 — x x n + l 

72—0 

1 1 , „ , 
H — ln(l — x). 


1 — x x 

De plus /(O) = 0. 

Exercice 4.3. Développer en série entière au voisinage de 0, les fonctions 
suivantes en précisant le domaine de convergence. 


1. (2æ + 3)- 2 , 2. 


- x 2 + x + 2 ' 


3. (æ + 1) ln(æ + 1), 


4. In 


1 + x 

1 — X 


5. y/2 — x, 6. arcsin(æ). 


Solution 
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L f( X )=( 2ÏT3F’ 

1 

2x + 3 


1 

2x + 3 
-2 


(2x + 3) 2 
1 

(2x + 3) 2 



Vx G 


3 3 
2 ’ 2 


2 - /( x ) ^_ a; 2 +a . + 2> 

On peut voir facilement que 


/(*) = 


1 


— x 2 + x + 2 


1 1 

+ 


1 + x 2 — x 

1 1 1 

+ 77: 


1 + x 2 1 - 


+00 - +00 

Ehiv + E(f )" 


_n=0 

+oo 


2 ^ \2/ 
72=0 


_n=0 


E (-!)” + 


2 ri+1 


, Vx G] — 1, 1[. 


3. /(x) = (x + 1) ln(l + x), 


+oo 


/(i) = (n+U^f-l )”" 1 


n= 1 


X 

n 


+oo 


n+ 1 ~t°° 


n=2 


X" 

n 


E(- 1 >”“ 1 V + E(- 1 >"“ 1: 

72— 1 72— 1 

+oo n +oo 

E(-d”- 2 ^t+E(-')”- 1: 

72—2 72—1 

+°° -72 j~°° /vi 72 

E(- 1 )" _2 rrT + E(- 1 )” _ 1 T +I 


X 

n 


+oo 


= X 


= X 


+ E(-D 

72—2 
+oo 

+ y^(_D" — * — 

^ j (n-l)n 


72—2 

1 1' 

IX" 


n — 1 n, 

, Vx G [—1, 1]. 


72—2 
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4. /M = m,Æs). 


f( x ) = 7y ( ln (! + x ) - ln(l - %)) 


+oo 


ï (e<-‘>~‘t + E 

1 + °° 77 


X 

n 


n= 1 

+°° æ 2n+l 


n 


1 

- > 2 - 


2 ' 2n + 1 

n = 0 

+°° x 2n+l 


E 

n = 0 


2n + 1 


, VxG]-l,l[. 


5. /(x) = y/2 - x, 


f(x) = /2-x = y/2/1 - - 


On sait que 


(l + x) Q 


1 + 


+OO 

E 

71=1 


a(a 


!)-(«- n + l) _ w 

n! 


Vx g] — 1, 1[. 


Ainsi 


(l-5)»-l + E 


+00 1 / 1 


1(1 l)-(l_ n+ l) 


n = 1 


72! 


(-1)”, Væ s] — 2, 2[. 


+ OO 


/(») = ^2 1 - 


71=1 


1.3. ...(2n — 3) 
2 n n\ 


x n , Vx G] — 2, 2[. 


6. /(x) = arcsin(x), 

On sait que 


et 


1 vA 

=75 “ 1 + X^ 


+00 1 ( 1 


r 1 

arcsin(x) = / . dt 

y J 0 vT^ 


-è(-è-i)-(-è-n + i) 


vT^ 


71=1 


72! 


Vi g] — 1, 1 [. 
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donc 


arcsm x = 


L 


1 


--dt 


o Vl - t 2 

+C 

i+E 2 ' 2 


w 4H-i)...H-»+iu 


71=1 


n\ 


+oo 


= X 


+ D- 1 )’ 


n=l 


1.3...(2 n 1) 2n+i 

2 n n!(2n + 1) 


t zn dt 


, Væ G] — 1, 1 [. 


Exercice 4.4. Chercher la série entière solution de l’équation différentielle 


y " + xy' + y = 0, 

vérifiant les conditions y(0) = 1 et y'{ 0) = 0. 


(El) 


Solution 


+oo 

Posons y = a n x n 
71=0 

+00 +00 

on a donc y' = ^ na n x n ~ 1 et y” = ^ n(n — l)a n æ Tl_2 

n=l 71=2 

En remplaçant dans l’equation (El) on obtient 


+oo 

+oo 

+00 

n(n — l)a n x n 2 + x ^ na n x n 1 

+ ^ a n æ n = 0 

71=2 

71=1 

71=0 

+oo 

+oo 

+oo 

^(n + 2)(?r 

+ l)a n+ 2X n + ^ na n x 

n + yy a n x n = o 

71=0 

71=0 

71=0 

+oo 



yy [(n + 2)(n + l)a n _|_2 + (n + l)a n ] 

x n = 0 


71=0 


=4» (n + 2)(n + l)a n+2 + (n + 1 )a n = 0, Vn G N 
(n + 2)a n+ 2 + On = 0, Vre G N 

=>• a?i +2 = Vn G N 

n + 2 

De plus on a 

2/(0) = 1 =>■ ao = 1, 
y'( 0) = 0 =>- ai = 0. 
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Donc 



1 

1 

0 2 = 

"2 a ° 

1 

““ ~2’ 

03 = 

"3 ai 

= 0 , 


1 

1 1 

04 = 

--02 


4 

1 

-- 0 3 

4 2 

«5 = 

= 0 , 


1 

1 1 1 

«6 = 

77 O 4 

5 

_ 6 4 2 


d’où l’on déduit 


02n+i = 0 , Vn G N, 

, ir 1 1 

Ct2n = (-1) 


2n 2n — 2 6 4 2 


“s = (-l) ? 


2 n n\ 


Alors 


+oo 


s = £(-n' 


J2n 


2 n n\ 


+00 

£ 


1 


2 \ n 


= > -rl — — I = e 2 
ni 


72—0 72—0 

La série obtenue est de rayon de convergence infini. 

Exercice 4.5. Chercher la série entière solution de l’équation différentielle 


xy" + xy' - y = 0, 


(E2) 


vérifiant les conditions y{ 0) = 0 et y'(0) = 2. 


Solution 

+oo +oo +oo 

Posons y = 22 a n x n on a donc y' = 22 na n x n et y" = y n(n — l)a„ï". 

72—0 72 — 1 72—2 

En remplaçant dans l’equation (E2) on obtient 

+oo +oo +oo 

x 22 n ( n ~ 1 )cL n x n ~ 2 + x 22 na n x n ~ l — 22 a nX n = 0 

72—2 72—1 72—0 

+oo +oo +oo 

22 n ( n ~ 1 )a n x n ~ 1 + 22 na n x n — 22 a nX n = 0 

72—2 72—0 72—0 

+oo 

y, [(n + l)na n+ i + (n - 1 )a n ] x n = 0 

n= 0 

n(n + l)a n +i + (n — l)a n = 0, Vn G N 
=> n(n + l)a n +i = — (n — l)a n , Vn G N 
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De plus on a 

2/(0) = 0 =>■ o 0 = 0, 

y' ( 0) = 2 => ai = 2. 

Donc 


2a 2 = — Oai = 0 a 2 = 0, 
2.3d3 = —02 = 0 =>■ 03 = 0, 


=>■ a n = 0, Vn > 2. 


Alors y = 2x. 

Exercice 4.6. En utilisant les séries entières, calculer la somme des séries 
numériques suivantes. 


+oo 

E 

71=1 


(- 1 ) 


71—1 


n 


+oo 

E 


n= 0 


(- 1 )" 
2n + 1 ’ 


+co 

3. ^(« + 1)2"". 

71=1 


Solution 


En utilisant les séries entières, calculer la somme des séries numériques sui- 
vantes : 

1. 


+oo 

E 


71=1 


(- 1)"- 1 

n 


cette série est une série alternée convergente (d’après le critère de Leibniz : ^ tend 
vers 0 en décroissant). Donc d’après le théorème d’Abel on a 


+oo 

E 


n = 1 


(-If' 1 

n 


lim 

X— 7 - 1 - 



) 


2 . 


lim ln(l + x) = in 2. 

X — ^1 — 


+oo 

E 


71=0 


(-ir 

2n + 1 ' 


est une série alternée convergente ( d’après le critère de Leibniz : 2n 1 +1 tend vers 0 
en décroissant). Donc d’après le théorème d’Abel on a 


+oo 

E 


71=0 


(~l) n 

2n + 1 


lim 

x— s>l _ 



(~l) n 

2n + 1 



lim arctan(x) = arctan(l) = — . 
x->i~ 4 
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3. 


+oo 


E( n+1 ) 2 " 


n= 1 


Posons U n = (n + 1)2 n et appliquons la règle de D’Alembert 


lim 


Un-\-l 


= lim 


(n + 2)2 


—n—l 


n — >+oo U n n-H-oo ( n + 1)2 


1 

= 2 <1 - 


donc la série converge. 
De plus on a 


+OO 


+oo 


+oo 


y^(n + l)x n = nx n + ^ ; 


n=l 


n= 1 
H-oo 


n=l 

+OO 




n = 0 


n=0 


X 1 

(1 — x) 2 1 — X 


D’après le théorème d’Abel on a 

+oo / +oo \ 

yy (n + l)2 _n = lim I y^(n + l)x n J = lim 


n=l 


- \(1 — x) 2 1 — X 


-1=3. 


4.6 Exercices supplémentaires 


Exercice 4.7. Déterminer le rayon de convergence R des séries entières sui- 
vantes 


+oo 

DE 


ln(n) 


+°C n n 


-X 


n= 1 


n * 


2 > E 


-x 


3 n 


n = 0 


ni 


+oo 

3) ^ ( n W + T - ÿn) 


X 


n = 0 


+oo 


+oo 


4) yy sin(n)æ n 5) £ 


n = 0 


n=l 




+oo 

6 ) s 

n= 0 


Exercice 4.8. Donner le développement en séries entières en 0 des fonctions 
suivantes 


1 )/(æ) = ln(æ 2 — 5æ+6), 2)f(x) = arctan( 

^ 1 — 2æ cos(t) + æ 2 


7-^ tan (^)); q é]0,tt[ 
1 — x 2 


t e]o, 7r[ 
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Exercice 4.9. Soit définie sur ] — 1, 1[ par 

arcsin(æ) 

f(x) = Tr^r 

1) Justifier que f est développable en série entière sur ] — 1, 1 [. 

2) Montrer que f est solution de l’équation différentielle (1 — x 2 )y' — xy = 1. 

3) Déterminer le développement en série entière de f sur ] — 1, 1 [. 
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5.1 Définitions 


Définition 5.1. On appelle série trigonométrique une série de la forme 


ao 

Y 


+00 

+ [a n cos ( tilüx ) + b n sin (nuix)\ 

n = 1 


(5.1) 


où les coefficients a n et b n , (on posera b$ = 0), sont des nombres complexes, et uo 
un nombre réel positif, appelé pulsation. 

Remarque 5.1. On a 


a n cos ( nwx ) + b n sin {nwx) 


inujx i intox 


+ e 


+ b r 


2 i 


{an - ibn) e inu}X + ^ (a n + ib n ) e“ 
C 'c„ C 'c_ n 

C intox , —intox 

77,0 I W — 77C 
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Donc les séries trigonométrie] ne s sont aussi les séries de la forme 

+OO 

^ C n e inu}X . (5.2) 

n =— oo 

Remarque 5.2. Posons (si a n et b n sont réels) 



ip n = arctan 

(J n COS (p n — 0-72, 

(Jn siïl (fin — ^ti* 

Donc les séries trigonométriques sont aussi des séries de la forme 

+oo 

y + ^2 °n cos (nujx - ip n ) . (5.3) 

71—1 

Les a n sont des nombres réels positifs appelés amplitudes et les p n des nombres 
réels de l’intervalle [—§,?]> appelés phases. 

5.2 Fonctions périodiques 

Définition 5.2. Une fonction f (x) de M dans C est dite périodique s’il existe un 
nombre T tel que Vx G M, 

f(x + T) = f (x) (5.4) 

si la relation (5.4) est vérifie, on a 

f (x + kT) = f{x) Væ G M et V7c G N. 

Définition 5.3. Si f ( x ) est périodique, on appelle période de f (x) le plus petit 
nombre T > 0 tel que 

f {x + T) = f (x) . 

Remarque 5.3. Si la série trigonométrique (5.1) converge en tout point d’un in- 
tervalle [d, d + 2 ^], elle converge pour toute valeur de x, et sa somme est une 
fonction périodique f (x) de période T = — . 

En effet, 



cos [ nu (x + T)] = cos (nwx + 2mi) = cos ( nutx ) 

sin [nw (x + T)] = sin (nutx 4- 27rn) = sin ( nux ) , 

où T = es t le plus petit nombre positive pour lequel ces deux relations sont 
vraies quelque soit n. 


5.3. Convergence d’une série trigonométrique 
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Remarque 5.4. Si f est T-périodique et intégrable sur [0, T], alors 


rd+T çT 

f(x)dx = / f(x)dx, Vd G 

i J 0 


5.3 Convergence d’une série trigonométrique 

Théorème 5.1. Si les séries numériques \a n \ et \b n \ sont convergentes 

n > 0 n > 1 

alors la série trigonométrique (5.1) est normalement convergente sur M donc ab- 
solument et uniformément sur M. Sa somme f ( x ) est une fonction continue, de 
période ‘=f. 


Preuve. Cela découle directement de l’inégalité : 

| a n cos ( nojx ) + b n sin (nojx) \ < |a n | + \b n \ 

-\~oo 

Théorème 5.2. Si la série des modules | C n \ est convergente, la série tri go- 

n =— oo 

nométrique (5.2) converge absolument et uniformément sur M. Sa somme f ( x ) est 
une fonction continue, de période 


Exemple 5.1. La série trigonométrique 


+00 1 

S -2 cos (nwi) . 
n=l 


Théorème 5.3. Si (■ a n ) et (b n ) sont des suites numériques décroissantes de 
nombres réels positifs et tendent vers 0, alors la série trigonométrique (5.1) est 
convergente pour tout x non multiple de 
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5.4 Relations entre les coefficients et la somme d’une série 
trigonométrique 


Théorème 5.4. Soit 

+oo 

/ (x) = f + £ [a n cos (nurx) + b n sin {nujx)\ 

n= 1 

la convergence étant supposée uniforme dans tout intervalle. Alors Md S M, 

2 f d+T 

a n = — / / (x) cos (nux) dx 

T Jd 

2 rd+T 

b n = — / / (x) sin (nux) dx 

1 Jd 


Remarque 5.5. Soit 


/(æ) 


+oo 

J2 C n e inwx 


n=—o o 


la convergence étant supposée uniforme dans tout intervalle. Alors 


1 rd-\-T 

Cn = - f (x) e- in “ x dx, de R. 


5.5. Série de Fourier 
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5.5 Série de Fourier 

Définition 5.4. Soit f une fonction complèxe, définie sur M, de période T, continue 
par morceaux sur tout intervalle borné. On appelle série de Fourier de f la série 
trigonométrique 


ao 

y 



(5.5) 


dont les coefficients appelés coefficients de Fourier de f, sont donnés par les for- 
mules 

2 rd+T 

a n = — f(x)cos(nux)dx, 

1 Jd 

2 rd+T 

b n = — / f(x) sin (nojx)dx, n G N. 

T Jd 

- La série de Fourier peut s’écrire aussi 

+oo 

X] C n e in “ x , (5.6) 


avec t 

C n = f f (x) e~ mux dx, n G Z. 

1 J o 


Remarque 5.6. 1. Si f est paire alors b n = 0, Vn G N*. 

2. Si f est impaire alors a n = 0, Vn G N. 


Définition 5.5. Une fonction f : [a, b] est dite de classe C 1 par morceau sur un 
intervalle [a, b] s’il existe un nombre fini de points de subdivision a = to < t\ < 
...< t]y = b tels que la fonction f soit de classe C 1 dans chaque intervalle 
ouvert }L,ti+ 1[ et que de plus f(t) et f'(t ) possèdent des limites à gauche et à 
droite lorsque t tend vers l’un des points de subdivision. 

Question : La série (5.5) converge-t-elle ? 

Théorème 5.5 (Théorème de Dirichlet). Si f est une fonction périodique, de 
période T, de classe C 1 par morceaux sur M, alors la série de Fourier associée 
à la fonction f est convergente pour toute valeur a; y G M et n pour somme 

^ [/ (*o+) + / (®o-)] 

sachant que f {x o+) = lim f (x) et f (xq—) = lim f{x). 

X— >Xq X—ïXq 

En particulier, si f est continue en a; y, la série de Fourier converge en a; y et a pour 
somme f (xq). 
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Exemple 5.2 (Recherche d’une sérié de Fourier). Soit 


/<*)={!. 

l 4 x J 2 ’ 2 L 


/ esf une fonction paire donc b n = 0, Vn G N*. 

. 3tt 

i / — 

a. o = 


„ 37T „ 7T „ 37T 

1 r ~2 1 [2 JT 1 (T 1 

— / f(x)dx=— / -dx -\ — / — — dx = 0. 

7T 7T 4 TT Jn 4 


37r 7 t 37 r 

1 /•-r 1 f 2 TT 1 /'T 7T 

a n = — /(x) cos(nx)dx = — / — cos(nx)dx H — / — — cos(nx)dx 

7r/7r 7T / tt 4 7T / w 4 

^ 2 ^“2 ^2 

f 0 si n = 2k 
= < (-1)* 


2fc+l 


,v; n = 2k + 1. 


1 


f (x) = - (/ (i + 0) + / (x - 0)) powr fouf x, 

d’après le théorème de Dirichlet on a 

„ . . cos 3x cos 5x . i ïi cos (2/c + 1 ) x 

/(x) = cos x — + + (-1)* 1, , „ ; + 


2/c + 1 


En particulier, pour x = 0 


7T 111 

- = 1 1 h... 

4 3 5 7 


Exemple 5.3. Soit la fonction f (x) = x, — 7r < x < t t, de période 2tt. 
f est une fonction impaire donc a n = 0, Vn G N. 


bn = — 

2vr 


1 

TT 


i r i r 

— / /(x) sin(nx)dx = — / xsin(nx)da 

J — 7T J 0 

cos (nx)dx 


x t m* 1 r 

— cos(nx) L / 

n ni 0 


1 (-l) n 

= — cos(n7r) = , Vn G N* 

n n 


La fonction f est de classe C par morceau, donc d’après le théorème de Dirichlet 

+oo 

( f (x 4- 0) 4- f (x — n)) = 


i / i\ra 

(/ (x + 0) + f (x — 0)) = sin (nx) 

n 

72—1 


+oo 


Si x 7 ^ (2fc + l)7r, fc G Z, a/ors /(x) = sin(nx). 

n 


72— 1 


5/ x = (2/c + 1)-7T, on a f (x + 0) = — n et f (x — 0) = tt et la série de Fourier 
est nulle. 


5.6. Egalité de Parseval 
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5.6 Egalité de Parseval 

Théorème 5.6. Soit f (x) la somme d’une série trigonométrique uniformément 
convergente, de période T. Alors f (x) est de carrée sommable sur tout intervalle 
A de longueur T et les coefficients de Fourier de f ( x ) vérifient l’égalité dite de 
Parseval : 

\ [ \f ( x )\ 2 dx =^~ + ^{\a n \ 2 + \b n \ 2 ), 

1 jA n= 1 

ou encore 

i r +oo 

- / \f(x)\ 2 dx= \°™\ 2 - 

1 Ja n=—oo 

Théorème 5.7. Si la fonction périodique f ( x ) est continue et si elle admet une 
dérivée f (x) continue par morceaux, alors la série de Fourier de f (x) converge 
uniformément vers f (x). 

Théorème 5.8. Soit f une fonction continue par morceaux. La série obtenue en 
intégrant terme à terme, sa série de Fourier converge uniformément vers une pri- 
mitive de f ( x ) . 


5.7 Résolution d’équations aux dérivées partielles linéaires 

Nous nous proposons de résoudre certaines équations aux dérivées partielles 
de la forme 

2 d 2 u(x,t) d 2 u(x,t ) 

dx 2 dt 2 


(Equation de la corde vibrante) 


86 


Séries de Fourier 


où de la forme 

d 2 u (x, t ) _ du ( x , t) (Equation de la chaleur, 

dx 2 <9t k = 1 équation de Schrôdinguer). 

La solution u (x, t ) recherchée doit être définie pour x G [0, T] et t > 0, et ad- 
mettre, en tout point du domaine du plan (x, t) des dérivées jusqu’à l’ordre deux. 


5.7.1 Équation des cordes vibrantes 

Soit 

d 2 u(x,t) d 2 u(x,t) 

dx^ dt ^ 

< u 0 ( X ) = u (x, 0) , v 0 ( x ) = (x, i) | t=0 

u (x = 0, t) = u (x = L, t) = 0 (corde fixée aux extrimités). 


On cherche donc u (x, t ) sous la forme 


u (x, t) 


Qp ( t ) 
2 


+oo 

+ [a n (t) cos (nuix) + b n (t) sin (ntux)] , 

?i=l 


alors 


u (0, t) = 


a 0 ( t ) 


+oo 


+ ^ a n (t) = 0, 


n=l 


/ ,\ +CXD 

(L, t ) = -5- h [a n (t) cos ( nuL ) + 6 n (t) sin (nuL)\ = 0, 


71= 1 


+oo 

u (x, t) = ^2 a n (t) [cos (nux) — 1] + b n (t) sin (nwx) , 

77.— 1 

des conditions suffisantes pour qu’il en soit ainsi sont : 

ao ( t ) = a n ( t ) = 0, uL = n, 
on cherche donc un développement de u (x, t ) de la forme 


+oo 


U 


(x,t) = £ b n ( t ) sin (nux ) , w 


71=1 


7T 

L 


d' 2 u(x,t) 2 r 2 , W \ 

— — = -w 2 _^n b n (t) sin (ncjx) , 

71=1 

^ (*) sin ( nwæ ) » 


71=1 
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alors 


6" (f) + C 2 u 2 n 2 b n (t) = 0, 
b n ( t ) = a n cos (nuiCt) + /3 n sin ( ruvCt ) , 


+oo 


u ( x , 0) = uq (x) = ^2 a n sin ( nux ) , iG [0,1], 


du ( x , t) 


dt 


n = 1 
+oo 

= ^0 (æ) = E /3 n ri(jjC sin {nux) x G [0, L] , 

0 n=l 


«n = Z 


' . /nvncx 

«o (x) sin — J ax, 

^ = éci 


5.8 Exercices 

Exercice 5.1. Soit f une fonction 27r-périodique définie par /(te) = æ 2 , 

— TV < æ < 7T. 

1. Tracer le graphe de /. 

2. Calculer les coefficients de Fourier de /. 

3. Écrire le développement en série de Fourier de f. 

+^ 1+^1 

4. En déduire la somme de > — - et > -. 

^ r> 2 r.4 


Solution 


1. Le graphe de /. 



2. La fonction / est paire donc b n = 0, Vn > 1. 


ao — 


1 


TT 


x 2 dx = 2 


7T“ 


3 ’ 


— 

7 r 


æ 2 cos (nx)dx = (— 
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3. Le développement en série de Fourier de /. 


2 +£° (_-i\n 

S(x) = — + 4 cos (nx). 

n= 1 


4. S’il on fait x = n on obtient 


2 +°° i 

2 TT 1 

*' Y +4 ^^’ 

n=l 

+ “ i ** 


E 

n=l 


n 2 6 


Maintenant, en appliquant l’égalité de Parseval, on obtient 



71=1 


Ceci implique que 



77=1 


Exercice 5.2. Soit f une fonction 27r-périodique définie par f(x) = 
| sin(æ)|, — 7r < x < n. 

1. Tracer le graphe de /. 

2. Calculer les coefficients de Fourier de f. 

3. Écrire le développement en série de Fourier de /. 


Solution 


1. Le graphe de /. 



5.8. Exercices 
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2. Les coefficients de Fourier de /. 

Comme la fonction / est paire alors b n = 0, Vn > 1. 


1 r n 2 f n 2 4 

ao = — | sin(x)|dx = — / sin(x)dx = 2— [— sin(x)]o = —, 

/ — 7T JO 77 


ai = 


7 r 
1 
7T 


2 /’ 7r 2 

sin(x)| cos {x)dx = sin(x) cos (x)dx = — 

77 Jo 77 


2 / \T 7T 


sin 2 (x) 


= 0, 


J o 


On sait que pour n > 2, 


sin(x) cos(nx) = 


sin(n + l)x — sin(n — l)x 


ainsi 


dn — 


2 r i r 

— / sin(x) cos (nx)dx = — [sin(n + l)x — sin(n — l)x] dx 

77 Jo 71 J o 


1 

7T 


cos(n + l)æ cos(n — 1) 


n + 1 


n — 1 


J o 


2 (-l) n+1 - 1 

7r n 2 — 1 


_J F ÏF I Sin 
0 si n 


3. Le développement en série de Fourier de / est 


. 2 —4 cos(2nx) 

5(x) = - + — > — 4 — r- 

7T 7T ' 4n 2 — 1 
n= 1 


4. On a 


+oo 


0 = 5(0) = - + — V r. 

7 r 7r 4n 2 — 1 

72—1 


ce qui implique que 


+oo 

E 


72—1 


1 

4n 2 — 1 


1 

2 ' 


5. En utilisant l’égalité de Parseval, on obtient 





+ 0O J 

S (4n 2 - l) 2 


7 r 2 1 

16 ~~ 2' 


2fc, 

2fc + 1. 


ce qui donne 
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Exercice 5.3. Soit f une fonction périodique de période 2 définie par 

/(*) = 

Donner le développement en série de Fourier de f. 


x si 0 < x < 1 
\ si 1 < x < 2. 


Solution 


1 . Le graphe de /. 



2. La fonction / n’est ni paire ni impaire et ne possède des points de disconti- 
nuités que pour les points d’abscisses . . . , —2, —1, 0, 1,2,.. .. 

T = — = 2 ce qui implique oj = n ainsi 


a o — 


— 




/ 0 


f 1 f 2 dx 

f(x)dxdx = / xdx + / — = 1, 

d o d 1 2 


[ 2 \ < f 1 < \a , f 2 cos(mrx)dx 

/ j(x) cos{mrx)dx = / x cos[mrx)dx + / 

/o do ./i 2 


cos(mrx) 


mr 


t 


1,1 sin(mrx) 


Jo do 


nir 


dx + 


sin(n7rx) 
2n7r 


J t 


9 9 ’ 

n z 7T z 


r 1 n 

f(x)sm(mrx)dx= / xsin(mrx)dx + / 


sin(mrx)dx 


— x- 


sin(n7rx) 


n7r 


f 1 cos(n7rx) , 

+ / -dx — 

J o do ^vr 


cos(n7rx) 
2n7r 


(_l)n+l _ : 


J 1 


2im 


La série de Fourier associée à / est donc 


, 1 2 cos((2n + l)7rx) 

S W=2~^L (2„ + 1 )2 

n=0 K ’ 


1 sin(2n7rx) 


2vr 


77 = 1 


(2n + l) 2 


n 
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5.9 Exercices supplémentaires 

Exercice 5.4. Tracer les graphes des fonctions p — périodiques suivantes et 
trouver leurs séries de Fourier correspondantes : 

a ) f (x) = x 2 , x G [0, 2tt[. 1 

b) f ( x ) = x 2 , x G [0, 7r[ et paire. > , p = 2-7T. 

c) / (æ) = x 2 , x G [0, 7r[ et impaire. J 

d) f (x) = 7ve ax , æ G [0, 27r[ , p = 2ir. 

e) / (æ) = 1, æ G [0, 2[ et impaire, p = 4. 

/) /(x) = M, æ G [—4, 4[ , p = 8. 

Exercice 5.5. Soit / : M — > M, 27r-périodique, paire, telle que : f (t) = f , t 
dans [0, 7r] . 

1. Développer cette fonction en série de Fourier. 

2. En déduire 


Exercice 5.6. Soit f la fonction impaire, 27r— périodique telle que 



7T 


90 


.4 


7T 


,2 


Væ G [0, 7 r] / (æ) = x (ir — x) . 


1. Calculer les coefficients de Fourier de /. 

2. En déduire la somme 



(justifier). 

Exercice 5.7. 1. Développer en série de Fourier de période p les fonctions 
suivantes : 


a) f (x) = 1 — x, x G ]0, 1[ , p = 3. 

b) f ( x ) = cosæ, 0 < x < 7r, p = TV. 

c ) /( æ ) = 1 5 æ G ] — 1, 1[ , p = 2tv. 


2. Développer en séries de Fourier sinus les fonctions 


a) f ( x ) = cosæ, 0 < x < tv. 

b) f (x) = 1, 0 < x < 2. 

c) / (æ) = e æ , 0 < x < 7r. 
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3. Développer en séries de Fourier cosinus les fonctions 


a) f (x) 

b ) f O) 

c ) f ( x ) 


X, 0 < X < 7T. 


7T 

sinæ, 0 < æ < — . 

2 

a, æ £ ]0, 1[ , a > 0. 


Exercice 5.8. Soient f et g deux fonctons périodiques de période 2ir et h la 
fonction définie par 


i r 27r 

h (*) = — / f (t) g ( x - *) rf*- 

JO 

1. Montrer que Ai est une fonction périodique de période 2n. 

2. Montrer que si c n (f) [resp. c n (g)], n appartenant à Z, sont les coef- 
ficients de Fourier de la fonction f (resp. g), alors les coefficients de Fourier 
c n (h) de la fonction h vérifient l’égalité 

c n (h) = c n (f) •Cn (g) . 


Exercice 5.9. Soit la fonction périodique de période 27 r définie dans l’inter- 
valle [0, 27 t[ par 

3æ 1 2 — 6ttx + 27t 2 


1. Déterminer la série de Fourier de f et montrer que cette série est uni- 

formément convergente dans M. Quelle est la somme de la série 


1 1 

1 + - + ••• H 2 + "" 

4 n z 


2. Soit 

L(P)= I 
J o 

Montrer que 

L (P) 


+oo 


e px f ( x ) dx, où p > 0. 


c2-k 


1 - e 27r P J o 


e~ px f ( x ) dx 


et calculer L ( p ) . 

3. En utilisant le développement en série de Fourier de f, montrer que 


L “ E 


P V n 2 n 2 4- p 2 

L n= 1 v 
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Exercice 5.10. Soient a un nombre réel tel que a n’appartenant pas à Z et 
f la fonction périodique de période 2tv égale à cos ax pour x appartenant à 

[-7T,7T[. 

1. Calculer les coefficients de Fourier de f. 

2. En déduire la somme des séries 

n 2 — a 2 

77=1 

3. Montrer que la série de Fourier de f est uniformément convergente sur 
M et de somme f. 

4. Montrer que 


+oo 

£ 


n* — ol 


7T 


Q! S 111 et 7T 


1 + 2 ? (- 1 )’ 
= ^ + 2 E 

et 2 ' 

n= 1 


5. Utiliser ce résultat pour démontrer que, si 0 < et < 1, 


P+OO x a ~ 1 


1 + X 


-dx 


,i æ a-l 


+ X~ 


1 + X 


-dx 


7T 


sin (ct7r) 


(On utilisera le développement en série entière de en justifiant la méthode.) 

Exercice 5.11. Soient a un nombre réel tel que a n’appartenant pas à Z et 
f la fonction périodique de période 2tt égale à cos at pour t appartenant à 

[-7T,7r[. 

1. Calculer les coefficients de Fourier de f. 

2. Étudier la convergence de la série de Fourier. 

3. En déduire 

+2? 2æ 1 

> — - - - = cot X. 

7 T 2 Tl 2 — X 2 X 

71=1 

+ °° 2 (~l) n+1 x _ 1 

sin x 


£ 

77 = 1 


7 \ 2 n 2 — x 2 


1 

x 


4. En utilisant la première identité, montrer que 


5. Vérifier que 


Sin 7TX 


7TX 


lim TT ( 1 — 

n — >+oo V 

k = 1 V 


X 

k 2 


F (x) T (1 - æ) = 

sin ivx 

n i 


io 


ln T ( x ) dx = — ln (27 t) 
2 


( Utiliser la formule T ( x ) = lim 


!r» æ 


nln 


■n-^+oo (x + k) 


)• 
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6.1 Examen 2008 

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : ST/L2/S1 

Département des Sciences et techniques UEF3/Math3 

2007-2008 


Examen final. 


Exercice 1 (4 Pts) 
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Soit U n = ^ J , n > 1, a G M. 

1 . Pour quelles valeurs a on a convergence absolue de la série de terme général 


U n . 

2. Montrer que U n converge pour a > 0. 

n> 1 

Exercice 2 (8 Pts) 


Considérons la fonction /, 27r-périodique définie par 

f(x) = |sinx|, pour x G [ — 7T, 7t] . 


1. Tracer la courbe représentative de /. 

2. Calculer les coefficients de Fourier de /. 

(On rappelle que : sin a cos b = | [sin(a + b) + sin(a — 6 )]). 

3. En déduire la série de Fourier de /. 

4. En déduire la somme de la série suivante : V 1 


4 n 2 — 1 

n> 1 

5. En utilisant l’égalité de Parseval calculer la somme de la série 


y - . 

(4n 2 — l ) 2 


Exercice 3 (4 Pts) 

On considère l’équation différentielle suivante 


/pj y' = xy-l 

{E) \ y(0) = 1 . 

On cherche la solution de (E) sous la forme y(x) = a n x n de rayon de conver- 

n>0 

gence R > 0. 

1. Calculer a q et ai. 

2. Trouver une relation de récurrence entre a n+ 2 et a n pour n > 0. 

3. Calculer < 22 , 0 . 3 , 04 , 0 , 5 , r /3 ,07 et trouver l’expression générale de a n . 

Exercice 4 (4 Pts) 


Soit le polynôme P(x) = 2x 2 + x + 1. 

1. Trouver a, b etc tel que : P(x) = ax(x — 1) + bx + c. 

^ . , . . v 2n 2 + n + l n 

2. Considérons la sene entière > x . 

^ ni 

n> 0 

a) Calculer son rayon de convergence. 

b) En utilisant la question 1. calculer sa somme S(x). 


6.1. Examen 2008 
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Solution 


Exercice 1 (4 Pts) 

Soit U n = , n > 1, a G M. 

1. 


(-1)" 

n a 


1 

n“ 


pour a > 1 la série converge absolument. 

2. Soit a > 0. 

Si a > 1, la série converge absolument donc converge. 

Si 0 < a < 1, la série ne converge pas absolument, mais en appliquant le 
critère de Leibniz décroit vers 0) la série converge. Nous concluons que la 
série converge pour a > 0. 

Exercice 2 (8 Pts) 


Voir la solution de l’exercice 5.2 page 87. 

Exercice 3 (4 Pts) 

On considère l’équation différentielle suivante 


j y' = xy-l 

{E) { m = i. 

1. Puisque y(0) = 1 alors ao = 1. 

+oo 

y'(x) = E na n x n 1 on a alors 

n = 1 


+oo +00 

^ na n x n ~ l — ^2 a n x n+1 + 1 = 0 

n— 1 7i—0 

+oo +oo 

Oi + ^(n + l)a n+ ix n - ^2 a nX n+1 + 1 = 0 

71—1 71—0 

+oo +oo 

ai + ^(n + 2)a n+2 x n+1 - ^ a n x n+1 + 1 = 0 

71—0 71—0 

+ 00 

ai + ^2 K n + 2 )°++2 - a n ] X n+1 = -1 

71—0 

=+ ai = —1, et (n + 2)a n +2 = Vn G N. 
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2. D’après l’equation précédente, on a 

0"n 

a n +2 — 


Vn G N. 


n + T 

3. Calculer ai, 03, 04, 05, a 6 ,07 et trouver l’expression générale de a n . 


üq 1 Oi 1 0,2 1 03 1 

= y = »3 = t = - § , «4 = t = î5 , < K = j = - — , 

04 1 

°6 = = 


1 


_ «5 

6 6.4.2’ a7_ y _ 7.5.3' 


Ainsi l’expression générale dépend de n : 
Si n est pair - alors a- 2 k = wjj ■ 

Si n est pair alors a 2 k+i = — < 2tfc! 

Exercice 4 (4 Pts) 


(2fc+l)! ' 


Soit le polynôme P(x) = 2x 2 + x + 1. 

1. P(x) = ax(x — 1) + bx + c = ax 2 + (b — a)x + c. Ceci implique que a = 2, 
b = 3 et c = 1. 

o c n 1 - ■ t" ^n 2 + n + 1 rr 

2. Soit la sene entière > - 

n>0 


-X . 


ni 


Le rayon de convergence R est donné par 


— = lim 

R n— H- 00 


2 (n + l) 2 + n + 2 


n! 


(n + 1)! 2n 2 + n + 1 

La somme de la série 


= 0 => R = +00 


00 2n 2 + n + 1 

; x = 


E 

72—0 


n: 


2n(n — 1) + 3n + 1 


n = 0 
00 


ni 


\ ^ 2n{n — 1) n \ ^ 3re n \ ^ 1 r 

> — y — ~ x + / ~r x + / ~ x 

2— J 77 ,! ' n 1 - 


n= 0 


2 ^Ë 


r; (n- 2)1 




72—0 
72—2 


n! 


72—0 


77-! 


72—2 

OO 


72— 1 V 


72—1 


00 1 

+ E 1 

^ -n 


72=0 


~\ X 

77-! 


00 


2æ 2 V -x n + 3x y -X n + y -x n 

n\ ^ n\ ^ n\ 

72=0 72=0 72=0 

2x 2 e x + 3xe x + e x 


= ( 2x 2 + 3x + \)e x 


6.2. Examen de rattrapage 2008 
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6.2 Examen de rattrapage 2008 

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : ST/L2/S1 

Département des Sciences et techniques UEF3/Math3 

2007-2008 


Examen de rattrapage. 


Exercice 1 (7 Pts) 

Soit la série de terme général 

u n = arctan 7 -, n € N. 

1 + n(n + 1) 

1. Montrer que u n = arctan(n + 1) — arctan(n). 

71 

2. Calculer S n = Y. u k . 

k = 1 

3. En déduire lim S n = S. 

n— ^H-oo 

4. Étudier la nature de la série u n . 

n> 0 

Exercice 2 (7 Pts) 

Considérons la fonction / définie par 

{ 0 si — 2 < x < — 1 
1 si \x\ < 1 
0 si 1 < x < 2 

1. Tracer la courbe représentative de /. 

2. Calculer les coefficients de Fourier de /. 

3. En déduire la série de Fourier de /. 

4. En déduire la relation de Parseval. 

Exercice 3 (6 Pts) 

1. Soit g(x) = x 2 3 4 + 2æcos 9 + 1. 

a) Montrer que g(x) = ( xe * l ° + l){xe~ ie + 1). 
b) Soit f(x) = log(x 2 + 2x cos 9 + 1), en déduire que 

f(x) = \og{xe q,e + 1) + log(æe _î6) + 1). 

2. Soit F(X) = log(l + X). 

a) Développer F(X) en série entière au voisinage de 0. 
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b) En déduire le développement de f(X) en série entière par rapport à X 
au voisinage de 0. 

c) Déterminer le rayon de convergence de la série obtenue. 

vn 

3. Soit f(X) = 2 ^(— l) n_1 cos n6. 

n> 1 

Déterminer les coefficients de la série de Fourier par rapport à 6. 


Solution 


Exercice 1 (7 Pts) 

Soit la série de terme général 

Un = arctan 


1 + n(n + 1) ' 


ne N. 


1. Montrer que u n = arctan (n + 1) — arctan(n). 
On sait que 

tan(o - 6) = tan(a) ‘ 


1 + tan(a) tan(6) 

Posons a = arctan(n + 1) et b = arctan (n) alors on a 

/ / x , . . n + 1 — n 

tan (arctan(n + 1) — arctan(nj) = 


1 + n(n + 1) 


Ce qui implique que 

arctan(n + 1) — arctan(n) = arctan 

2 . 


1 + n(n + 1) ’ 


n G N. 


Sn = U 1 +U 2 + ... + Un 

= (arctan(2) — arctan(l)) + (arctan(3) — arctan(2)) + 
. . . + (arctan(n + 1) — arctan(n)) 


7T 


= arctan(?r + 1) — arctan(l) = arctan (n + 1) — — . 


3. lim S n = lim = (arctan(n+ 1) ) = = — . 


n— >-+oo 


n— >-+oo \ 

7 T 


7 r 7 r 


7 r 


4. Puisque lim S n = — alors la série u n est convergente. 


n^-H-oo 

Exercice 2 (7 Pts) 

Considérons la fonction / définie par 


n> 1 


0 si — 2 < x < — 1 
f(x ) = { 1 si \x\ < 1 

0 si 1 < x < 2 
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1. La courbe représentative de /. 

2. Calculer les coefficients de Fourier de /. 
Puisque / est paire alors on a b n = 0, Vn > 1. 


a o — 


^ n — 


! f 1 

f(x)dx = dx = 1, 

J o 


,n7r 


f 2 nir f 1 

/ f(x)cos(—x)dx= / cos(— x)dæ = 
/ o 2 J 0 2 

f 2(-l) fc 


2 n-/r 
— sm(— x) 


n t 


nir 


(2/c+l)7T 

0 


si n = 2k + 1, 
si n = 2fc. 


J o 


3. La série de Fourier de / est donc 

S( *) = i + E 2( ' 1) 


2 ' ' (2 n + lW 

n= o y ' 


cos 


(2 n + l)7r 


4. La relation de Parseval est donnée par 


+oc „2 

+ Yltâ + b n ] = 9 / l /( X )! 2 

n=l w 4-2 


1 ^ 4 

2 + ^ 0 (2n + l) 2 vr2 


+oo ^ 

5(2n + f) 2 


TT 


2 


8 ' 


Ainsi 
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Exercice 3 (6 Pts) 

1. Soit g(x) = x 2 + 2xcos 0 + 1. 

\ /A " /t I si • • 

a) On sait que cos 0 = — , ainsi 

o 9 / e* 0 + e - * 6 \ 

x 2 + 2x cos 0 + 1 = x 2 + 2x ( J + 1 

= x 2 + xe* e + xe~ i6 + 1 = (xe id + l)(xe~ i0 + 1). 


b) Soit 

/(x) = ln(x 2 + 2x cos 0 + 1) 

= ln((xe* e + l)(xe~ l6 + 1)) = ln(xe* e + 1) + ln(xe~ îél + 1). 


2. Soit F(X) = log(l + X). 
a) On a 


b) 


1 


+oo 


l + X 




72=0 


r x J + +°° r x +°° 

/ TTt = '£ { ~ ir «“El- 1 ) 

J ° L+t n = 0 n=0 


72—0 

+oo 


t * n+1 
n + 1 


+oo 


■v^n+1 "T"' — ' vr 

Ki + x) = El-D”^! = El-D-'v VA ' e| - 1 >- 


72—0 


72—1 


/(x) = ln(xe“ + 1) + ln(xe + 1) 


+oo 


in6 +°° 


E ( - 1 )” _1 +- + E(- i r 1 


72—1 

+oo 


72— 1 


x n e —inQ 


n 


( 1 \72 1 

2 ^ — x" cos (n0) . 


72—1 


71 


c) Le rayon de convergence de la série obtenue est R = 1. 

E r n 

( — l)™- 1 — COS 710. 
n 


n> 1 


Les coefficients de la série de Fourier de / sont 

a 0 = 0, a n = 2(— 1) T1 ~ 1 COS n ^ , b n = 0, Vn > 1. 

n 


6.3. Examen de rattrapage 2009 


103 


6.3 Examen de rattrapage 2009 


Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen 
Département des Sciences et techniques 


Niveau : ST/L2/S1 
UEF3/Math3 


2008-2009 


Examen de rattrapage. 


Exercice 1 (6 Pts) 

Soit la série entière 


v - x n 

^ n(n + 2) 

n = 1 


1 ) Calculer le rayon de convergence R. 

2) Présicez la nature de la série aux points x = +R et x = —Re t en déduire 
le domaine de convergence de la série. 

Exercice 2 (8Pts) 

1) Développer la fonction g(x) = ln(.r + 1) en série entière au voisinage de 0. 

2) En déduire le développement en série entière de la fonction f(x) = x ln(x + 
1) en précisant le rayon de convergence. 

3) Calculer f'(x ) et en déduire la somme de la série 



Exercice 3 (6 Pts) 


Étudier la convergence des séries numériques suivantes 




n=l 


Solution 
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Exercice 1 (6 Pts) 


1) Le rayon de convergence R est donné par : 

2 n+ 1 n(n + 2) 


lim 
n— H-oo 


(n + l)(n + 3) ' 2 r ‘ 


R 


Ainsi, R = l. 


+oo 


2) Pour x = + i , on a la série , . 

2 ^n(n + 2 

n= 1 v 


+oo 


On remarque que , 1 ~ \ or „ est une série de Riemann qui converge. 

72.1 72. — I - A ) TL nnZ 


n 

n= 1 
+oo 


Par le critère d’équivalence, la série — converge. 

n = 1 ' 


+oo 


(-i) r 


Pour x = — i , on a la série > „ 

2 ^ n(n + 2 

n— 1 v 7 


On remarque que 
a) lim — — — = 0 . 


n— >+oo n(n + 2) 


b) La suite 


1 

72,(71+ 1 ) 


est décroissante. 


+oo 


(-l) r 


En appliquant le critère de Leibniz, nous concluons que la série 

; n(n + 2) 
71=1 v ' 


converge . 

Ainsi, le domaine de convergence est [ — 555 ]- 

Exercice 2 (8 Pts) 

1) On a tout d’abord pour \x\ < 1 que 

+OO 


rb = B- ir 

En intégrant terme à terme, on a 

+00 .. 

J^(-l) n / x n dx. 

^ — n •' 


dx 


n = 0 


1 + X 


Ainsi, 


n= 0 


+00 


n+1 


in ( x+i) = y:(-ir^ Tï . 


n=0 


2) On a 


f(x) = xln(x + 1 ) 
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+oo 


r n + 1 


/(«) = . B-D’ïtî 


n=0 


+oo 


= E (- D ' 

n = 0 

avec un rayon de convergence R = 1. 

3) On a 


^.n+2 

n + 1 ’ 


/'(x) = ln(x + 1) + 


x + 1 


D’autre part, on sait que 


+oo 


f\x) = J2(-l) nll± ^x n+1 


n=l 


n + 1 


pour |x| < 1 


+°o .. 

— l) n_ l— — X n . 


n= 2 


n 


Pour x = i , nous remarquons que 




+oo 


,n + 1 w 1 . 


n =2 


+oo 


Ainsi, 


n = 2 


+00 


E(t) 0- ta (ï + 1 J + i 


2 + 1 


n =2 

Exercice 3 (6 Pts) 


B-«" K - (M|) + i). 


1) On remarque que 9 _ x ~ ^ qui est une série harmonique qui diverge, ainsi 

+oo 


par le critère d’équivalence, la série 
2)On remarque que 


1 


n= 1 


2n — 1 


diverge. 


, 1 1 
a) lim — — = 0 et b) 


n- S>+oo 77,2 _)_ y/2 


n' 


+ \/2 


est décroisante. 


Ainsi, par le critère de Leibniz, la série converge. 
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6.4 Examen 2010 

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : ST/L2/S1 

Département des Sciences et techniques UEF3/Math3 

2009-2010 


Examen final. 


Exercice 1 (6 Pts) 


Soit 


U n = 


n * — 


pour n > 1. 


+OO 


1 . Étudier la nature de la série 


llf 


n= 1 


2. Écrire u r sous la forme 


Un — 


+ 


n-\ n+\ 


pour n > 1. 


3. Calculer u\ + «2 + «3 et en déduire 


S n =Ui+ U 2 +u 3 + ... + U n . 

4. Calculer la somme S = 

Exercice 2 (7 Pts) 


1 


+OO 

5-] r , 2 _ I ' 
n= 1 1 2 4 


Soit la série entière 


+OO 

E 


72—0 


x 2n 
n + 1 


1. Calculer le rayon de convergence i?. 

2. Préciser la nature de la série aux points x = +/i et x = — iü, et en déduire 
le domaine de convergence de cette série. 

3. Calculer la somme de la série entière. 

Exercice 3 (7 Pts) 


1. Développer la fonction g(x) = arctan(x) en série entière au voisinage de 0. 

2. En déduire le développement en série entière de la fonction f(x) = xfj(x) 
en précisant le rayon de convergence R. 
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3. Calculer f'{x) et en déduire la somme de la série numérique 

4 n (2n + 1) ' 


Solution 


Exercice 1 (6 Pts) 

1) On remarque que 


n 2 — \ Tl2 


1 

n 2 


qui est le terme général d’une série numérique qui converge, ainsi, par le critère 

+ 0O 


d’équivalence, la série — . converge. 

i n 2 - j 

n= 1 4 

2) On peut écrire u n sous la forme 

1 a 


+ 


ceci implique que 


n 2 — \ n — g n + g 

_ (a + b)n + | — I 
~ 2 ï * 1 

™ - 4 

f a + b = 0 

^2 2 1 


1 ’ 


ainsi, 


o=l 

l 6 = -l 

3) Par la question précédente, on a 

Ml = 


M2 = 


U3 = 


1 

î 

i-s 

1 + \ 

î 

î 

2 — 2 

Z 2 

2 +2 

1 

1 

Q _ I 
ù 2 

3 + 2 


2 

= 2 -3- 


2 2 
3 5’ 

2 2 
5 ~~ V 


ce qui donne que 


2 2 2 2 2 2 
n 1 +M 2 + M 3 - 2 -- + --- + ---- 2 --, 
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Ainsi, nous avons 

S n = Ui + U 2 + U 3 + ... + U n = 2 - ^ y T , 

4)Nous remarquons que 


1 


n + 2 


+oo 


1 


lim S n = S = Y j — r . 

—4-t-nn ‘ n ^ — _ 


n— >-+oo 


1 ^ I 

n=l 4 


Puisque, 


lim S n = lim 2 T = 2, 

1 /v» I J- I 


n— H-oo n— >-+oo \ 77, + 


nous concluons que 


+oo . 
n=l 4 


Exercice 2 (7 Pts) 


1) Nous appliquons le critère d’Alembert. 

X 2 n +2 (n + 1) _ 2 
(n + 2) ' æ 2n X 

Ainsi, Si x 2 < 1 qui implique que |x| < 1, la série entière converge. 

Si x 2 > 1 qui implique que |æ| > 1, la série entière, diverge. 

Ce qui donne que le rayon de convergence est R = 1. 

2) Pour x = 1 , on a 

+oo 1 +oo -, 

— 

n + 1 n 

n = o 

qui est la série harmonique qui diverge, ainsi pour x = 1 , la série diverge. 
Pour x = —1, on a la même série. 

Ceci conclut que le domaine de convergence est 

D=\~ 1 , 1 [- 

3) Pour x = 0, la somme vaut 0. 

Si x G] — 1, 1[\0, on a 

+oo 

£ 

n=0 


X 

n + 


2 n i +°° 2n+2 

-L A d, 

1 x 2 n + 1 

72—0 


1 ^ ( x 2 )^ +1 

t"2 t 



lim 

n — >+oo 


71 + 1 
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= — ^ ln(l — x 2 


ar 


Exercice 3 (7 Pts) 


1) On a tout d’abord pour |x| < 1, 


-, +oo 

TTï = Et- 1 )’**. 


ceci implique que 


n = 0 


+oo 


ÏTF-B-» 

n = 0 




et en intégrant terme à terme, on a 

dx 


/» 7 /» +00 
17 J n=0 


-l)V n . 


Ceci donne que 


2) On a : 


+00 


g(x) = arctan(x) = y^(— 1)’ 


n=0 


« 271+1 


2n + 1 


f(x) = xg{x), 


+oo 


2n+l 


= X 


Y(- l) n - , 

’ 2n + l’ 


71—0 

+oo 


+ 

2n+2 


V(-i) n - 

1 2n+l 


n = 0 


avec un rayon de convergence R = 1. 
3) On a 


x 


f'(x) = arctan(æ) + „ . 

1 + x z 


+oo 


D’autre part, on a 

/'(*) = £(-i>"( 2 ” + 2 ) 

71—1 

Pour x = ^ , nous remarquons que 


2n+l 


2?r + 1 


pour |x| < 1. 


+oo 


'l\2n+l +°° 


/'(*) = £(-l)”(2n + 2)^ =£ 


71—1 


(-!)"(» + !) 

^ 4 n (2n + l) : 


= 8rCtan 2 J + TT7ÏF 
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6.5 Examen de rattrapage 2010 

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : ST/L2/S1 

Département des Sciences et techniques UEF3/Math3 

2009-2010 


Examen de rattrapage. 


Exercice 1 (6 Pts) 


Étudier la convergence des séries numériques suivantes 


•E 

n> 0 



S VS + ^2 


Exercice 2 (7 Pts) 


n> 0 


E l iJb 

et préciser 

T7 —I— 1 

la nature de la série aux points x = +R et x = —R. 

„ _ , , , .... \ - nx 11 

2) Calculer la somme de la sérié entière > . 

^ n+ 1 

n> 0 

3) En déduire la somme de la série 

Exercice 3 (7 Pts) 


n 


n>0 


(n + l)3 n ’ 


On considère l’équation différentielle 


4 xy" + 2y' - y = 0, 

2 /( 0 ) = 1 . 


On suppose que (E) admet une solution développable en série entière, y(x) = 
J2 a " x ' n ’ pour x > 0. 

n>0 

1) Trouver la relation de récurrence liant les coefficients. 

2) Trouver la solution y de ( E ). 


Solution 
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Exercice 1 (6 Pts) 


On applique le critère de d’Alembert. • 


n 2 


n>0 


( ra! ) 

(2n)! 


U n+ 1 ((n + l)!) 2 (2n)! .(n + l)!, 2 (2n)! 


= (’ 


U n (2n + 2)! (n\) 2 v n! ' (2n + 2) 


et en simplifiant 


U n,+ l 

“kT 


= (n + 1)" 


1 n + 1 

(2n + 2)(2n + l) “ 4n + 2’ 


on en déduit que 


r U n +i 1 

hm — — = - < 1. 
n— H- oc Un 4 


Donc la série converge. 


■E 

n> 0 


(-If 


\/rï + \/2 
1 


est une série alternée. On remarque que 


1) lim — = 0 

n->+oo -)_ ^/2 


2) La suite est décroissante. 


(-1 ) r 


En appliquant le critère de Leibniz, on conclut que N — ' - — converge. 

Exercice 2 (7 Pts) 


1 ) Le rayon de convergence R est donné par : 

n + 1 n + 1 


lim 

Qn+l 

= lim 

n— >■+ oo 


n— »+oo 


n + 2 


n 


1 

1 “ 


Donc R = 1 

• x = +iî =>- æ = 1, on a la série 


n 


n>0 


n + 1 


^ i n 

On remarque que lim 

n— H-oo n + 1 

série diverge. 

n>0 n ~*~ 


= 1 et donc d’après le critère de divergence, la 


x = —R => x = —1, on a la série 

n>0 


n(— 1)’ 


n + 1 
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^ , n(— 1 ) , . , , , . n(— l) n 

On remarque que lim n existe pas et donc la sérié > diverge. 

n— H-oo n + 1 n + 1 


n> 0 


2) = (1 — ^i)x n . La somme vaut 0 si x = 0. 

Six6]-l,l[\{0}, 


E 

n> 0 


nx 11 
n + 1 


Ed 

n>0 


n + 1 ' 


-E* 

n>0 


E 

n>0 


X 


n 


n + 1 


1 

1 — X 


1 

X 


E 

n> 0 


^.rc+l 

n + 1 


1 

1 — x 


+ 


ln(l — x) 
x 


3) Pour x = on a : 


n (\) n _ n 

^ n+ 1 _ ^ (n + l)3 n 

n>0 n>0 V ' 


— + 3 ln(-). 
3 V 


Exercice 3 (7 Pts) 


1) On remarque que 


n(n+l)(n+2) n 


, or la série est une série de Rie- 

’ / s n 3 


n> 1 


mann qui converge, et donc par le critère d’équivalence, la série — 

n(n + 1 )(n + 2) 


n> 1 


converge. 

2) On peut écrire le terme général de la série comme : 


1 


a b c 

= - + 7 + 


n(n + l)(n + 2) n n+1 n + 2 


(a + b + c)n 2 + (3a + 2 b + c)n + 2 a 
n(n + l)(n + 2) 

Ceci implique que : 

2a = 1 

< a + b + c = 0 
3a + 2b + c = 0 
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Ainsi, 



< b = - 1 


c = 


î 

2 


Ce qui donne que 


1 




1 


n(n + l)(n + 2) 2 v n n + l 2 v n + l n + 2' 


3 ) 

y 1 2_). 

n(n + l)(n + 2) 2 / -^ K n n + l 2^— jK n + l n + 2 

n> 1 v ' n>l n>l 

On remarque que 


TV 


y (--—)= lim V(i-— ' 

' n n + l tv-h-oo ' n n + l' 

n>l n=l 


tv^+oo^ 1 2' ) + ^2 3 ; 


... + (— — ' 

y N N+l' 


= lim (1 — — ) = 1. 

TV— >+oo Al + 1 


De la même manière, on calcule ( 


n> 1 


n + l 


— -j-^) = -. Ainsi, on conclut que 


E 

n> 1 


î 

n(n + l)(n + 2) 


1 

2 ' 
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6.6 Examen 2011 

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : ST/L2/S1 

Département des Sciences et techniques UEF3/Math3 

2010-2011 


Examen final. 


Exercice 1 (6 Pts) 

Étudier la nature des séries numériques suivantes 


+OO 

•E 


n=l 


{— l) n cos (n) 


n * 


+oo 

•E 


n = 0 


(~l) n 

e n 


Exercice 2 (6 Pts) 

Soit la série entière suivante 


+°° n 

= y 

n = 2 v ’ 

1) Calculer le rayon de convergence R. 

2) Préciser la nature de la série aux points x = +R et x = — R. 

3) Calculer la somme de f"(x). 

4) Étudier la nature des séries f" ( 1 ) et /"(— 1). 

Exercice 3 (8 Pts) 

Chercher la série entière solution de l’équation différentielle suivante 

{ xy" + xy' — y = 0 

2/(0) = 0 et y'{ 0) = 2. 


Solution 
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Exercice 1 (6 Pts) 


1) Nous remarquons que 


(— l) n cos(n) 


n~ 


1 

< — 
n z 


+oo 


et puisque la série ^ converge, alors par le critère de comparaison la série 
' n z 


n = 1 


+oo 

E 

71=1 


(— l) n cos(n) 


n z 


converge. 


Ainsi, 


+oo 


^ (-l) n cos(n) 

y — ÿ converge absolument. 


71=1 


n * 


2) Nous remarquons que la série est alternée qui vérifie les conditions suivantes 

• lim — = 0 

71— ^+00 C 71 


la suite — est décroissante 

e n 


Ainsi, par le critère de Leibniz, la série 


+oo 

E 

n = 0 


(-l) r 


converge. 


Exercice 2 (7 Pts) 


1 ) Le rayon de convergence R est donné par 


— = lim 

R n— H-oo 


1 


n 2 (n — 1) 


n(n + l) 2 1 


= 1 


+oo 


Ainsi, R = 1 

2) Pour x = +1, on a la série . . 

^ n 2 (n - 1) 

n=l 

Nous remarquons que 

1 1 

rsj 

n 2 (n — 1) n 3 ’ 


+oo 


or V —y est une série de Riemann qui converge et par le critère d’équivalence, 

n 3 


71=1 
+oo 


E 


— ' n 2 (n — 1) 


converge. 
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+OO 


(-l) r 


Pour x = — 1, on a la série . 

' n 2 (n - 1) 

n = 1 


Nous remarquons que 


a) la suite 


n 2 (n— 1) 

b) lim -777 7- = 0 


est décroissante. 


n— s-+oo n 2 (n — 1) 

En appliquant le critère de Leibniz, nous concluons que la série y~* 


+oo 


converge. 

3) Nous remarquons que 


71=1 


/'(*) = S 


+00 y) — 1 

nx 


— ■ ' n 2 (n — 1) 

n = 2 v ' 


et 


Ainsi, 


/"(x) = £ 


+°° x n ~ 2 


n= 2 


n 


+oo 


1 J , T n 1 

/"(*) = ïïY,— = ^2 (- Ml -*)-*)■ 

n= 2 

4) Nous remarquons que 


+oo 


/"(i) = £ 


n=2 


n 


qui est une série harmonique qui diverge. 
Pour 


+oo 


/"(-i) = £ 


(-1)’ 


71=2 


n 


qui est une série alternée qui converge par le crière de Leibniz. 

Exercice 3 (7 Pts) 


+oo 


On pose y = ^ a n x n , ce qui implique que 


n = 0 


— (— oo +oo 

y' = yy na n x n ~ l et y" = y ~^n{n — 1 )a n x n ~ 2 . 

71=1 71=2 

Nous remplaçons dans l’équation différentielle pour obtenir 

+oo +oo +00 

æ(yy n(n — 1 )a n x n ~ 2 ) + x(yy na n x n ~ l ) — a n x n ) = 

71=2 71=1 71 = 0 


(~l) n 

n 2 (n — 1) 
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+oo +oo +oo 

=>• ^2 n ( n — 1 )a n x n_1 + ^2 na n x n — a n x n = 0 

n = 2 n = 1 ti =0 

+oo +oo +oo 

=> + l)na n+ ix ri + na n x n — a n x n = 0 

71 = 1 71=1 71=0 

+oo +oo +oo 

=>• ^2( n + l) r l«n+l^ ?l + na n X n — ^2 a nX n = 0 

71=0 71=0 71=0 


=4» (n + l)na n+ i + na„ - a n = 0 


^ ®n+l 


O -rc) 

n{n + 1) 




n > 1 


Pour n = 0, on a y(0) 

= ao = 0 et d’autre 

part y' (0) = ai 

Ainsi, pour 


n = 1, 

a 2 = 0 


n = 2, 

a 3 = 0. 


n = 3, 

ai = 0. 


Ceci conclue que la solution de l’équation différentielle est 


y = 2x. 
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6.7 Examen de rattrapage 2011 

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : ST/L2/S1 

Département des Sciences et techniques UEF3/Math3 

2010-2011 


Examen rattrapage. 


Exercice 1 (6 Pts) 


Étudier la convergence des séries numériques suivantes 





+OO 

•E 


n = 2 


(-1 r 

n 1 2 — 1 


+oo 

• E 

n= 1 


Exercice 2 (7 Pts) 

Soit la série entière suivante 


+oo 

E 


n=0 


(-i) n 


2 n 


1) Calculer le rayon de convergence R. 

2) Préciser la nature de la série aux points x = +R et x = —R, et en déduire le 
domaine de convergence de cette série. 

3) Calculer la somme de la série entière. 


Exercice 3 (7 Pts) 


Soit la fonction suivante 


/(*) 


1 

x + 3 


1) Développer la fonction / en série entière au voisinage de 0 en précisant le 
rayon de convergence. 

2) Calculer f{x) et en déduire la somme de 
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Solution 


Exercice 1 (6 Pts) 

1) On remarque que 


Tly/n ^12 

Or t J /2 est le terme général d’une série de Riemann qui converge puisque l’expo- 
sant est supérieur à 1. 


+°° ( i \r 

î*£ M) 

n= 2 

lim 


n 2 — 1 


est une série alternée. Nous remarquons que 


1 


n — >-+oo n 2 — 1 


= 0 


i 

i 2 - i 


est décroissante. 


+00 


En appliquant le critère de Leibniz, nous concluons que \ „ 

' n 2 — 1 


converge. 


3) On applique le critère de Cauchy, on aura 


n = 2 


lim v n n = lim n = +oo 

n^+oo n — >-+oo 


Ainsi, la série diverge. 

Exercice 2 (7 Pts) 

1) Le rayon de convergence R est donné par : 


lim 

On+l 

= lim 

77— >+00 

0”n 

77— >-+00 


(- 1 ) 


n+ 1 


2 n+1 '(-l) r 


+oo 


Donc R = 2 

2) Pour x = +R, on a la série l) n . 

71=0 

On remarque que lim (— l) n / 0, ainsi la série diverge. 

n— >•+ OO 

+oo 

Pour x = —R, on a la série 1 qui est une série qui diverge puisque la limite est 

77.— 0 

différente de 0. 

Ceci implique que le domaine de convergence est ] — 2, +2[. 

3) Pour x e] — 2, +2[, 

+°° / 1 \n +°° 


77.— 0 


£( ; 
n= 0 
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qui est une série géométrique qui converge de raison Ainsi, 

+oo 


E 

n = 0 


— X 

~Y 


1 


l+f 2+x 


Exercice 3 (7 Pts) 

1) On remarque que 


1 1 1 


x + 3 3 f + 1 


+00 


E(-i>’ 


n= 0 


Cette série converge pour ||| < 1, ainsi, le rayon de convergence R est 3. 
2) La dérivée de / est 

/'M = _1 


D’autre paît, 


Remplaçons x = 2. on a 


( x + 3) 2 

-, +oo 

/ , w = A”(-r 


,n — 1 


72—0 


+oo 


/'(2) = sË"(-l)’ 

72—0 

-, +oo r 

= «E"(-'A 


172—1 


72—0 


Ainsi, 


+oo 


E «(-!)"»= e/'P) 


72—0 


et puisque /'( 2) = w, nous déduisons que 


+00 


E"(-')' 


n = 0 


-6 
25 ' 
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6.8 Examen 2012 

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : ST/L2/S1 

Département des Sciences et techniques UEF3/Math3 

2011-2012 


Examen final. 


Exercice 1 (6 Pts) 

Étudier la nature des séries numériques suivantes 

^3 n + n ^ (-l) n 

* ^ 5 n * * ^ Jn + 1 

ri — 1 n = 0 v 

Exercice 2 (8 Pts) 

Soit la série entière suivante 


+oo 

f( x ) = 

n=l 


(- V2) n x n 
n 


1 ) 

2) 

3) 

4) 


Calculer le rayon de convergence R. 
Préciser la nature de la série aux points x = 
Calculer la somme de f(x). 


+oo 

En déduire la somme de la série 

n = 0 


(~l) n 

n 


+R et x = —R. 



Exercice 3 (6 Pts) 

Soit / une fonction 27r-périodique, et telle que 


f(x) = X — TT si — TT < X < TT. 


1) Tracer le graphe de la fonction / sur au moins deux périodes. 

2) Calculer les coefficients de Fourier associé à /. 

3) Écrire le développement en série de Fourier de /. 
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Solution 


Exercice 1 (6 Pts) 

1 )Nous remarquons que 


^ 3 n + n _ ^ 3 n ^ n 

/ j / j gn / j ejn 


et | - J est une série géométrique convergente. Pour la série — , nous 


appliquons le critère de d’Alembert suivant 


, n + 1 5 n 1 
lim — — — . — = - < 1. 
n-s>+oo 5 n+1 n 5 

Ainsi, la série converge. 

(— l) n 

2) Nous remarquons ici que la série — | - est une série alternée qui 


vérifie les conditions suivantes 
lim 


y/n + 1 


rw+oo y/n + 1 


1 


y/n+1 


est décroissante. 


En appliquant le critère de Leibniz, nous concluons que la série converge. 

Exercice 2 (8 Pts) 


1) Le rayon de convergence R est donné par 


— = lim 

R n — >+oo 


(~V2) 


n+l 


n 


n 


+ i \-V2y 


= V2 


Donc R = . 


2) Pour la série x = +R, on a la série 


(-l) r 


n 


Nous remarquons que c’est une série alternée qui vérifie les deux conditions du 
critère de Leibniz, ainsi la série converge. 

Pour x = —R, on a la série harmonique N — qui diverge. 

■ ' n 


3) Pour x G] - J 2 , y 2 ], °n a 


g(-V2) 

n=l 


n 


+oo 

£ 


(-t/2 x)’ 


n 


n= 1 

f{x ) = — ln(l + a/2x). 
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4) Nous remarquons que pour x = \ , on a la série 


+oo 

E 

n = 1 


(-1)" ( s/2 


n 


V =fU 


Ainsi, 


g (-l) n ( V2 


= - ln 1 + 




n 


n = 1 

Exercice 3 (6 Pts) 

1) Le graphe de la fonction est le suivant 



2) Les coefficients de Fourier sont donnés par 


i r 

üq = — (x — ir)dx 

^ J — 7T 

1 [ X2 ITT 

TT Z 
= -2vr 


a n = — / /(x) cos (nx)dx 

TT -k 


TT 


( x — 7 r) cos (nx)dx 


1 sin(nx) 1 T 

= — ( x — 7 T) _ / smfnxjax 

TT n n 


et 


1 


7r n* 


[cos(nx)]![ T = 0. 


b n = — / /(x) sin (nx)dx 

TT 
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TT 


1 cos(nx) 

= - -(æ-vr 

7T n 


(æ — 7r) sin(nx')dx' 


1 r 7r 

H — / cos(?rx)dx] 
n J -TT 


(- 1 ) 


71+1 


n 


3) La série de Fourier associée à la fonction / est 

+°° /_i \n+l 


f(x) = —tt + ^2 sin(nx) 


77 .— 1 
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6.9 Examen de rattrapage 2012 

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : ST/L2/S1 

Département des Sciences et techniques UEF3/Math3 

2011-2012 


Examen rattrapage. 


Exercice 1 (6 Pts) 


Étudier la convergence des séries numériques suivantes 



+OO 

•£ 


72—1 


n 2 {n + l) 2 
n\ 


Exercice 2 (6 Pts) 

Soit la fonction suivante 

• /( ' r) = (l-x)(l + x) 

Développer la fonction / en série entière au voisinage de 0. 

Exercice 1 (8 Pts) 

Soit la série entière suivante 

+oo 

f(x) = ^2 nxn = x + 2x 2 + 3x 3 + 4x 4 + ... + nx 11 + (1). 

72=1 

On se propose de calculer de deux manières différentes la somme de la série entière 

(!)■ 

1) Déterminer le rayon de convergence R de la série (1). 

2) Montrer que la série (1) peut s’écrire sous la forme d’une somme infinie des 
séries géométriques suivantes 


x + x 2 + x 3 + x 4 + (2) 

x 2 + x 3 + x 4 + (3) 

x 3 + x 4 + (4) 

x 4 + (5) 
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3) Déterminer la somme des séries (2), (3), (4) et (5) et en déduire la somme 
de la série (1). 

4) Calculer la somme de la série entière (1) en appliquant le théorème de 

+oo 


dérivation terme à terme de la série 


E 


nx 


n 


n=l 


Solution 


Exercice 1 (6 Pts) 


Nous appliquons le critère de Cauchy, nous obtenons 

' 3n 3 


lim 

n— >•+ oo 


n 


3n + 1 


= lim 


n 


1 


n— s-+oo (3n + l) 3 27 

Ainsi, la série converge. 

• Nous appliquons le critère de d’Alembert, nous avons 

(n + l) 2 (n + 2) 2 n! (1 


= — < 1 . 


lim 


= lim 


n + 2 


n 


= 0 < 1 


n-s>+oo (n + 1)! n 2 (n + l) 2 n->+oo (n + 1) 

Ainsi, la série converge. 

Exercice 2 (6 Pts) 


Nous remarquons que la série / est la somme d’une série géométrique. Nous 
avons 

x 


-boo 


4 -oo 


/(®) = 


1 — X 2 


= X 


E x ' 2n = E æ 

n= 0 


72—0 


2?24-l 


Exercice 3 (8 Pts) 


1) Le rayon de convergence est donné par 

1= lim 5±i = l, 

R n— >-+o o n 


ainsi, R = 1. 

2) En faisant la somme des quatre lignes ( séries (2), (3), (4) et (5)), on obtient 

x + 2x 2 + 3æ 3 + 4x 4 + .... 


4 -oo 

qui est la série entière nx 11 . 

72—1 
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3) Nous remarquons que les quatres séries (2), (3), (4) et (5) sont des séries 
géométriques de raison x. Seuls les premiers termes différent. Ainsi, 


(2) = x + x 2 + x 3 + x 4 + = 


(3) = x z + x 6 + x 4 + = 


X' 


x 

1 — x 

2 


1 — X 


(4) = x 3 + x 4 + = 


X 


(5) = x 4 + = 


x 


1 — X 
.4 


1 — X 


d’où la somme de 

+oo 


9 3 4 

OC X X oc 


E n JL JL JL JL 

nx = - h - I- - h - b 
1 — x 1 — x 1 — x 1 — x 


n = 1 


x + x 2 + x 3 + .... X 1 


X 


1 — X 


1 — x 1 — x (1 — x) 


4) On sait que 


+oo 

£■ 

n= 1 


1 — X 


Ainsi, par dérivation terme à terme, nous avons 

+oo 


(£>”)' 


n= 1 




+oo 

nx n ~ l 

n= 1 


+oo 

x -1 ^ nx n 

n=l 


+oo 

nx n = 

n = 1 


î 

(1 — x) 2 

1 

(1 — x) 2 

X 

(1 — x) 2 
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6.10 Examen 2013 

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : ST/L2/S1 

Département des Sciences et techniques UEF3/Math3 

2012-2013 


Examen final. 


Exercice 1 (6 Pts) 

Étudier la nature des séries numériques suivantes : 


+OO 

•£ 


n=l 


n 


Exercice 2 (8 Pts) 


B-d*^ 

n= 1 


Soit la série entière suivante 

+oo 

/O ) = ^(n + l)x 2n 

n= 0 

1) Calculer le rayon de convergence R. 

2) Préciser la nature de la série aux points x = +R et x = —R et en déduire le 
domaine de convergence. 

3) Calculer la somme de f(x). 

4) En déduire la somme de la série numérique 


+oo 

v 


n=l 


(n + 1) 

2 n 


Exercice 3 (6 Pts) 

Soit / une fonction 27r— périodique définie par 

{ 0 si — 7T < X < 0, 
x si 0 < X < TT. 

1) Tracer le graphe de la fonction / sur au moins deux périodes. 

2) Calculer les coefficients de Fourier associé à /. 

3) Écrire le développement en série de Fourier de /. 

4) Soit S la série de Fourier associée à /. Calculer 
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Solution 


Exercice 1 (6 Pts) 

Étudier la nature des séries numériques suivantes : 


+00 — 
e 71 


■E 

n=l 


n 


Nous appliquons le critère de d’Alembert, nous avons 

— (n+l) 2 


lim 

t->-+oc n + l e~ 


n 


= lim e - (2n+1) - 


n 


n— >•+ oo 


n + l 


= 0 < 1 . 


Donc la série converge. 


+oo 


E*- 1 »' 


iSin(n) 


n= 1 


n" 


(-iy 


t sin(n) 


< 


+oo ^ 

^ 2 , puisque la série 9 converge alors la série 

72 

71= 1 


On a 

+°° sill(72) 

(— l) n 7 ^- converge absolument donc elle converge. 

72^ 

n=l 

Exercice 2 (8 Pts) 

Soit la série entière suivante 


+oo 


f ( x ) = J^(n + l)x 2 


„2n 


71=0 


1) Le rayon de convergence R est donné par 

(n + 2)x 2n+2 


lim 

71— >-+00 


(n + l)x 2n 


= x 


Si x 2 < 1 =+ |x| < 1, alors la série converge absolument. 

Si x 2 > 1 =+ |x| > 1, alors la série diverge. 

Ainsi le rayon de convergence est R = 1. 

+oo +oo 

2) Si x = 1 alors ^(n + l)(l) 2n = y^ (n + 1) est divergente car 

71=0 71=0 

lim (n + 1) = +oo + 0 

71^+00 

+oo +oo 

Si x = — 1 alors ^^(n + 1)(— l) 2n = n + l) est divergente. 


71=0 


71=0 
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Donc le domaine de convergence est ] — 1 , 1 [. 

3) La somme de la série 

+oo +oo +oo 

f ( x ) = + ])x 2n = nx 2n + x 2n 

n = 0 n = 0 n=0 

+oo +oo +oo +oo 

= ^2n{x 2 ) n + ^2x 2n = x 2 ^n(x 2 ) n - 1 + ^x 2n 

n = 0 n=0 n — 0 n = 0 

x 2 1 _ 1 

(1 — x 2 ) 2 1 — x 2 (1 — X 2 ) 2 

4) Pour x = \ on a 



Exercice 3 (6 Pts) 

Soit / une fonction 27 r— périodique définie par 

{ 0 si — 7T < X < 0, 
X si 0 < X < 7T. 

1) Le graphe de la fonction / : 



2) Les coefficients de Fourier associé à /. 
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a o = 


O'n — 


1 
7 r 
1 
7 T 
1 
7T 


f(x)dx = — 


7T 


/*7T 

1 

x 2 

/ xdx 



J 0 

7T 

2 

1 

/*7T 


dx = — 

/ xcos( 

TT 

vo 



7T 

2 ' 


x sin(nx) 


n 


1 


/ sin(nx)dx 

J o n7r J o 

J- [cos(nx)]J = -i- ((-!)" - 1) 


bn — 

7T 

1 

7T 


n^ir 

1 


n^iT 


1 


f(x)sm(nx)dx=— / xsin(nx)cLx 

TT 7 0 


xcos (nx) 


n 


1 


H / cos (nx)dx 


J o 


n7r 


'o 


-7r(- 1 ) n , 1 \ ■ / mtt 

1 — sin(rcx) n = 

n7r n z 7r 


(-D 

n 


n+1 


3) Le développement en série de Fourier de /. 


= 7 + S 


+oo 


((-l) n -l) ^ (-l) n+1 


n=l 


n 2 7r 


cos (nx) + 


+oo 

E 

n=l 


n 


sin(nx). 


4) Calculer S’(tt). 

Puisque 7r est un point de discontinuité, alors 


5(vr) 


lim /(x) + lim /(x) 

r — y-7T+ x — 


7 T 

2 ' 


2 
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6.11 Examen de rattrapage 2013 

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : ST/L2/S1 

Département des Sciences et techniques UEF3/Math3 

2012-2013 


Examen rattrapage. 


Exercice 1 (6 Pts) 


Soit 


1 

(n — 1 )(n — 2) 


+oo 

1. Étudier la nature de la série u n . 

72—3 


pour n > 3. 


2. Écrire u n sous la forme 

a b 

Un = H -, pour n > 3. 

n — 1 n — 2 

3. Calculer u% + 114 + u§ et en déduire 


S n = U3 + U4 + U 5 + ... + U n . 

4. Calculer la somme 5 = £+“ ( n -i)(n- 2 ) • 

Exercice 2 (6 Pts) 


Soit la série entière suivante 


+00 

/O) = E 


n = 0 


2 n x^ n 

n\ 


1) Calculer le rayon de convergence R. 

+ yfl 

2) En calculant la somme de — , trouver la somme de la série f(x). 

72—0 


3) En déduire la somme de la série numérique 

Exercice 3 (8Pts) 


+OO 

E 


72—0 


1 

n! 
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Soit la fonction 


/(*) = 


4 — x 2 

1) Donner le développement en série entière au voisinage de 0 en précisant le 
domaine de convergence. 

2) Calculer f'(x ) et en déduire la somme de la série numérique 


+oo 

E 


n = 0 


71+1 

4 n 


Solution 


Exercice 1 (6 Pts) 
Soit 


1 


'Un — 


pour n > 3. 


(n — l)(n — 2) ’ 

1. Nous remarquons que ~ n * 2 , qui est le terme général d’une série 

+ 00 1 

convergente, ainsi la série > — est convergente, par le critère de 

^(n-l)(n-2) 

comparaison. 

2. Posons ( n _ 1 ^ n _ 2 ) = +i + ++ nous remarquons que a = — 1 et b = 1. 

3. u 3 + 7(4 + u 5 = (1 - |) + (g - |) + (| - l) = 1 - \ = §, ainsi 

„ 3+ „ 4 + ... + „„ = (i_I) + (i_|) + ... + (_+___L_ ) = i__+_^ 


4. Puisque lim S n = lim (1 ' 

n— H-oo n— H-oo n — 1' 


+oo 

£ 

n = 3 

Exercice 2 (6 Pts) 

Soit la série entière suivante 


1 


(n — l)(n — 2) 


= 1, alors 


= 1. 


/(*) = E 


+°° 2^^2n 


72—0 


ni 


1 . Le rayon de convergence 

272 + 1 ^ 272+2 n \ 


lim 

72 — >-+00 


(n + 1)! 2 n x 2n 


= lim 

72— >-+00 


2x 2 


n + l 


= 0 < 1. 
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Ainsi R = + 00 . 

+OO 

2. On sait que 

n =0 


y 

n! 


= e y , ainsi 


fW = E 


+°° 2 n x^ n ^°° 


„2\n 


n = 0 


ni 


( 2x r = e 2^ 2 


n=0 


ni 


3. On remplace x = Z= on trouve 


+OO 

E 

n = 0 


—\ =e - 

ni 


Exercice 3 (8Pts) 

Soit la fonction 


/(*) = 


x 


4 — x 2 ’ 

1) Le développement en série entière de / est 


/(*) = 


1 


4 — x 2 


4 1-^ 


x 

y = 1 


2 +°° / 2 \ n 

E 


n = 0 


X 2 X 2n 

4 Z_^ 4 n 

n=0 


Le rayon de convergence est i? = 2 et le domaine de convergence est ] — 2, 2[. 
2) /'O) = = p^ 2)2 - et en d’autre part 


/'(®) = 


x 2 yï! x 2n 

4 Z_/ 4« 

k n =0 / 


g (2n + 2)x 2n+1 

n =0 


4 n +i 


Si on remplace x = 1, on a 


2n + 2 1 ^ n 1 8 

J \ An+l 9 / v 


n=0 


2 ^ 4n+l 9 • 
n= 0 


d’où 


+OO 

E 


n=0 


n + 1 
4 n 


16 

y 
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6.12 Examen 2014 

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : ST/L2/S1 

Département des Sciences et techniques UEF3/Math3 

2013-2014 


Examen. 


Exercice 1 (6 Pts) 

Étudier la nature des séries numériques suivantes : 


e n + 2 \ n 

^ {~l) n y/E+l 

+OO 

72—1 

^ l ,3e n+1 + 1 ) 

72—1 x x 

72—1 

Exercice 2(8 Pts) 




Soit la série entière suivante 


+oo 


f( x ) = 


X 


2n — 1 


n= 1 

1) Calculer le rayon de convergence R. 

2) Préciser la nature de la série aux points x = +R et x = —R et en déduire le 
domaine de convergence. 

3) Calculer la somme de f(x) pour x > 0 et x < 0. 

4) En déduire la somme de la série numérique 

+°° ^ 


£ 

n = 1 


2n — 1 


Exercice 3 (6 Pts) 


On considère l’équation différentielle suivante. 


xy" + 2y' + xy = 0 


(E) 


2 /( 0 ) = 1 
2 /( 0 ) = 0 . 


oo 

On note y{x) = a n x n . une série entière dont le rayon de convergence R est 

n = 0 

strictement positif. 

1) Calculer les coefficients ao, ai, a, 2 , «3 et 04. 

2) Calculer les coefficients a n ,n > 5. 

3) En déduire la solution de l’équation différentielle ( E ). 
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Solution 


Exercice 1 (6 Pts) 


1) Nous appliquons le critère de Cauchy, nous avons 

( e n + 2 


lim 


Y e n + ! 


i / i , , = lim , . , — 1 

nH — >oo y \3e n+1 + 1/ «H — \3e n+1 + 1 J nH — >oo e n (3e + 4r) 


r e"(l + £) 
= lim 


= è <L 


ainsi, la série CONVERGE. 
2) Nous avons 


y (~1)V^+ 1 _ (-1 )"y^ | 1 

/ n n n 

n=l n=l n=l 


+oo 

On sait que la série ) — diverge et d’après le critère de Leibniz, la série 

n 


n=l 

+oo 


y (-îrvn _ ^ (~ir 

n -v/n 

n=l n=l 


converge. 


Ainsi, la série DIVERGE. 
3) Nous avons 


+oo 


+oo 


^(-l)"(v/iï+2- V^2) = -f= 

"1 "1 ^ 

n=l n=l 


+ 2 -|- \fn -~ 2 


Nous appliquons le critère de Leibniz. On a 

•le terme - est décroissant 

\/n + 2 + Vn - 2 

• lim , . = 0. 

îî+-5-oo ^/n + 2 + yn-2 

Ainsi, la série CONVERGE. 

Exercice 2 (8 Pts) 


1) Le rayon de convergence est donné par : 

1 , 1 2n - 1 

— = lim . 

R nH — >oo 2n + 1 1 
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Ainsi, R = 1 

2) Pour x = 1, on a la série : 


+oo 


qui diverge 


n= 1 


car 


Pour x = — 1 , on a la série 


1 


1 


2n — 1 2 n 


+oo 


(-ir 

2n — 1 


E^ qui converge 


n= 1 

par le critère de Leibniz. Ainsi, le domaine de convergence est 

D=[~ 1,1[. 

3) La somme. Pour x > 0, on a 


+°° x n 


+°° ( rz\2n 


y^ a _ y^ (V%Y 

2n — 1 ^ 2n — 1 


n — 1 


71—1 

+°° ( fZ\2n-l 


= vx 


E 

71—1 


(v^ 


2n — 1 


Posons 2n — 1 = 2m + 1, nous obtenons 


+oo 

E 

72—1 


— (\/x) 2m+1 


D’autre part, on a : 


ceci implique que 


2n — 1 


+oo 


= wx 


E 

m = 0 


2m + 1 


E y lm = 


771—0 


i - y 2 ’ 


/ H-OO n -, 

E P”* = / ïTTâ-fc 

m=0 17 y 


+oo . 

E y ,md v = o 


771—0 


1 1 

+ 


i + y i - y. 


dy 


Ainsi, on a 


y? y 2m+1 Wi + y 

^o 2m + 1 2 11 VI -y 
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Ce qui donne que 

+OO 


n= 1 

Pour x < 0, on a 


, +°° ( rz\2m .+ 1 

y — — = \ÆV ^ ^ in 

2n - 1 v y 2m + 1 2 


m = 0 


( y/x) ' Zrn+L _y/ÔB^( 1 + y/x 
1 - y/x 


+oo 


x- ^ _^ (-ir(x^) 2n 

2n — 1 2n — 1 


77=1 


77=1 


z— 

X ^ 2n — 1 

n= 1 

Posons 2?z — 1 = 2m + 1, nous obtenons 

+°° ( i \m+l 


+ °° x n , y (-1 ) m+1 (V 3 æ) 2m+1 

_=v-*y 

n= 1 777=0 


E x 

2n — 1 


2m + 1 


+°° x n 


E 

n=l 


2n — 1 


= —\J—x arctan(\/— x). 


4) Nous remplaçons dans la somme par x = — 1 , nous avons alors 

+oo 

(— ï)' v 

= — Rrrtpm il) = — 


(— l) n 7 r 

47 7 = -arctan(l) = — — . 


n= 1 


2n — 1 


Exercice 3 (6 Pts) 

+oo 

Posons y(x) = a n x n , alors on ; 

n = 0 


-f-oo 


+oo 


y\ x ) = y 


= > na n x 

77=1 


n—l 


et 


2/"( æ ) = y n(n - l)a n x 


n — 2 


77=2 


1) Nous remplaçons les trois termes dans ( E ), nous obtenons 


+oo 


-t~oo 


+oo 


( E ) 44 x y n(n — l)a n æ n 2 + 2 y na n x n 1 + y a n æ n+1 = 0 

71=2 71=1 71=0 

+oo 4-oo 4-oo 

44 y (n + 2)(n + 1 )a n+2 x n+1 + 2 y (n + l)a n+ ix n + y a n æ n+1 = 0 

71=0 77=0 77=0 

4-oo 4-oo 4-oo 

44 y n(n + 1 )a n+n x n + 2 y (n + l)a n+ \x n + y a n - \x n = 0 


n = 0 


n = 0 


n= 1 
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+oo 

O ^(n(n + l)a n+ i + 2 (n + l)a n+ i + a n -i)x n + 2ai = 0 

n = 1 

Ainsi, nous avons 

(n(n + l)a n+ i + 2 (n + l)a n+ i + a n _i) = 0, et ai = 0 

ce qui donne 


a n—l / \ . n 

a n +i = - 7 — , -I w . et ai = 0. 

(n + l)(n + 2) 

D’après la condition y(0) = 1, nous concluons que ao = 1 et d’après la relation 

(*), on a 


ao — 1, ai — 0, a 2 — — — , 03 — 0, 04 


1 

2. 3. 4. 5 


2) Nous remarquons que les coefficients impairs sont nuis. Pour les coefficients 
pairs, on a 

-1 

“ 6 ~ 2.3.4. 5.6. 7’ 

Ainsi, 

(-l) p 

2p ~ (2p+l)\ 

3) Nous concluons que 


+OO 

z/O) = 


p = 0 


(-^ X 2 P _ 

(2p + 1)! 


ly (~D p æ 2 P+ i 
xfr'o ( 2 p + !) ! 


sin(x) 


x 
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6.13 Examen de rattrapage 2014 

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : ST/L2/S1 

Département des Sciences et techniques UEF3/Math3 

2012-2013 


Examen rattrapage. 


Exercice 1 (6 Pts) 


Pour n > 1, on pose, 


U r , = 


y/n+l 


1) Calculer U\, U 2 , U 3 , U n - 

2) Calculer Sn — U\ U 2 Un . 


+oo 


3) En déduire que U n est convergente et indiquer sa somme. 

n=l 

Exercice 2 (7 Pts) 

Soit la série entière suivante 


+ °° ( r\\n 

t(x) = E 


n = 0 


n 


1) Calculer le rayon de convergence R, et en déduire le domaine de conver- 
gence. 

2) Calculer la somme de la série entière /. 


+oo 


3) En déduire la somme de la série numérique 

n=l 

Exercice 3 (7 Pts) 


(-l) r 


n! 


Soit la fonction suivante 


f(x) 


1 

4 + x 2 ' 


1) Développer la fonction g{x) = en série entière au voisinage de 0. 

2) Développer la fonction f(x ) = ( ' r _. en série entière au voisinage de 0 en 
précisant le rayon de convergence. 

3) En déduire le développement de la fonction h(x) = arctan(|). 
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Solution 


Exercice 1 (6 Pts) 


1 ) Nous remarquons que 


Ul 1 yfï Ü2 y/2 V3’ U * V3 y/l 


et Un- 1 = 1 1 


n— 1 V n 

2) On sait que 


S n — Ui + U 2 + • • + U n — 1 -j=. H — -j=. -j=. H — -= -j=. + . . . — . 

y/2 y/2 y/3 y/3 y/l y/n y/n + ï 


= 1 - 


1 


3) Puisque 


y/n + 1 


1 


lim 1 = 1 

n-\ »oo \/n + l 


+00 


n= 1 


Alors la série U n converge et on a 

+00 

V u n = lim 5 n = 1 

' n-( — >00 


71=1 


Exercice 2 (7 Pts) 

1) Le rayon de convergence R est donné par : 
1 


= lim 

R n— H-oc 


(— 2) n+1 ni 

(n + l)!'(— 2) r 


= lim = 0 

n-H-oo n + 1 


Ainsi, R = + 00 . 

Le domaine de convergence est M. 
2) On a 


g(-2)y g(-2x)" e _ 2 . 


n = 0 
+00 


71=0 


ni 


car nous savons que ^—r = e y . 

n = 0 


y_ 

n\ 
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3) Si on pose x = \ , on a 

yS(~ 2)"i £g(-l)» 1 

2—' n\ 2 2-/ n\ e 

n = 0 n— 1 

Exercice 3 (7 Pts) 

1) Le développement de la fonction g est 


1 _ 1 1 _ 1 
4 + x “ 4'1 + f “ 4 

2) Le développement de la fonction / est 


+oo 

Et- 1 )"*!) 

n=0 


î 

4 + x 2 

Le rayon de convergence R = 
et ceci implique que |x| < 2. 

3) On sait que 



2 

2 car pour que la série converge il faut que < 1 


, ,X.., 1 1 

(arctan(-)) = 


1 +°° ™2 

Æwiï 


n=0 


On intègre des deux cotés, on a 


arctan(— ) 


1 (-l) n X 2n+1 

2 2^ 4 n ■ 2n + 1 

71= o 
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6.14 Examen GBM 2012 

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : GBM/L2/S1 

Département des Sciences et techniques UEF3/Math3 

2011-2012 


Examen final. 


Exercice 1 (6 Pts) 

Étudier la nature des séries numériques suivantes 



Exercice 2 (10 Pts) 

Soit la série entière suivante 


+OO 


•E 

n = 0 


(-ir 

Tl + 1 


/(*) 


+°° ™2 n 

E ti/ 

2n2 n 

n= 1 


1 ) Calculer le rayon de convergence R. 

2) Préciser la nature de la série aux points x = +R et x = — R et en déduire le 
domaine de convergence. 

3) Calculer la somme de f'(x). 

4) En déduire la somme de la série entière f(x). 

+oc 1 

5) En déduire la somme de > 

^ 2n2 n 
n= 1 

Exercice 3 (4Pts) 


Soit la fonction suivante 


/(®) 


3x 

(1 - x)(l + x) 


Développer la fonction / en série entière au voisinage de 0. 


Solution 
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Exercice 1 (6 Pts) 

+oo / n_ \ 3 n 

•E 


71=1 


2 n 


3n + 1 


Nous appliquons la règle de Cauchy, nous avons 


.. , 2 n 

lim 

ti — 7+oc y y 3n “P 1 


3ti 


= lim 


2 n 


71 — 7+00 y 3n “h 1 


27 < L 


Ainsi la série converge. 

3~°° ( i \n 

•y (_1) . 

“ n + 1 

71=0 

Nous appliquons le critère de Leibniz, nous avons : 

—TT est décroissant et lim = 0. Ainsi la série converge. 

n+1 n— 7+oo n + 1 6 

Exercice 2 (10 Pts) 


Soit la série entière 


/+ = E 


+°° x 2n 


71=1 


2n2 r - 


1. Le rayon de convergence 


lim 

71— >-+00 


.271+2 


2n2 r ' 


2(n + l)2 n+1 x 2n 


x 

~2 


x 2 <2 


=> \x\ < \f2 alors la série converge absolument. 
x\ > \/2 alors la série diverge. 


Si \ < i 
Si ^ > 1 

Ceci implique que R = y/2. 

2. Si |æ| = \[2 alors 

r- i^(y/2) 2rl 1 

x = y/2 on a ^ ^ qui diverge. 

71=1 71=1 

+2^ ( — y/2) 2n +0 ° 

x = — y/2 ona ' 


E 


+0O ^ 

= y — qui diverge. 


2n2 n ^ 2 n 

71=1 

Le domaine de convergence est ] — y/2, y/2[. 
3. La somme de la série entière est 


f ( x ) = E 


+°° x 2 n 




2n2 r 


E 


71=1 71=1 

4. Pour x = 1 on a 

+oo 


n 


= + (l-y), Vx e] - \+, \/2[. 


E 

71=1 


1 1 / 1 \ 1 X , 

= — ln - = -ln 2 . 

2n2 n 2 V 2 / 2 K J 
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Exercice 3 (4Pts) 
Soit la fonction 

/(*) = 


3x 


3x 


+oo 


+oo 


(1 — æ)(l + x) 1 — x 2 


3x ^ x 2n = 3 ^ : 


n = 0 


n = 0 


,2n+l 



Chapitre 7 


Annexe historique 


Dans cette annexe, nous résumons la biographie des mathématiciens cités dans 
le livre. 


Bernard Bolzano (1781-1848). 

Mathématicien, philosophe et théologien Autrichien. L’influence de ses ouvrages 
philosophiques est importante tout comme ses découvertes en mathématiques. Il 
est connu aussi d’être l’un des premiers à donner une définition rigoureuse d’une 
limite. 


Karl Weirstrass (1815-1897). 

Mathématicien allemand. Il est souvent cité comme le père de l’analyse moderne 
pour ses études sur la fiablité de l’analyse mathématique. Ses travaux les plus im- 
portants portent sur les fonctions elliptiques. 


Augustin Louis Cauchy (1789-1857). 

Mathématicien Français. Son oeuvre a fortement influencé le développement des 
mathématiques au 18 ème siecle. Ses recherches couvrent l’ensemble des domaines 
mathématiques de l’époque. 


Jean le Rond d’Alembert (1717-1783). 

Mathématicien, philosophe et encyclopédiste français, il est célèbre pour avoir di- 
rigé l’Encyclopédie avec Denis Diderot jusqu’en 1757 et pour ces recherches en 
mathématiques sur les équations différentielles et les dérivées partielles. 
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Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866). 

Mathématicien allemand. Influent sur le plan théorique, il a apporté une contribu- 
tion importante à l’analyse et à la géométrie différentielle. 


Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). 

Philosophe, scientifique, mathématicien, logicien, diplomate, juriste, bibliothécaire 
et philologue allemand. C’est Leibniz qui met au point la découverte mathématique 
fondamentale, l’invention du calcul différentiel et intégral. Leibniz montre notam- 
ment que l’intégration et la dérivation sont des opérations inverses l’une de l’autre, 
invente la notation f f(x)dx, trouve les formules de dérivation d’un produit, d’un 
quotient, d’une puissance. 


Niels Henrik Abel ( 1802-1829). 

Mathématicien norvégien. Il est connu pour ses travaux en analyse mathématique 
sur la semi-convergence des séries numériques, des suites et séries de fonctions, les 
critères de convergence d’intégrale généralisée, sur la notion d’intégrale elliptique ; 
et en algèbre, sur la résolution des équations. 


Brook Taylor (1685-1731). 

Mathématicien et homme de science anglais. Taylor découvre la formule d’intégration 
par parties, et invente le calcul aux différences finies. Son intérêt pour le problème 
des cordes vibrantes l’amène à l’étude des équations différentielles du second 
ordre, et à l’existence de solutions singulières pour ces équations. 


Joseph Fourier (1768-1830). 

Savant, diplomate et mathématicien Français. Il fait des expériences sur la propa- 
gation de la chaleur qui lui permettront de modéliser l’évolution de la température 
au travers des séries trigonométriques. 
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